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Prologo

Enseniar Matemadticas —y especialmente Analisis Numérico— ha sido siempre
una tarea tan desafiante como fascinante. Como docentes e investigadores,
hemos comprobado que las formulas y los algoritmos no bastan para despertar
el interés de los estudiantes ni para revelar la verdadera belleza que encierra la
matematica aplicada. Ensefiar no es repetir procedimientos: es guiar al estudiante

a comprender, a conectar, a descubrir el sentido que hay detras de cada ecuacion.

Este libro naci6 precisamente de esa conviccion. Integracion Numérica con
Aprendizaje Basado en Problemas busca ofrecer una manera diferente de
aprender y ensefar, en la que la teoria se une con la practica y el conocimiento
matematico se pone al servicio de la ingenieria y de la resolucion de problemas

reales.

Cada capitulo es el resultado de la reflexién conjunta sobre como lograr que la
matematica deje de ser percibida como una barrera, y se convierta en un puente

hacia el pensamiento critico, la creatividad y la comprensién del mundo.

La metodologia del Aprendizaje Basado en Problemas (ABP) es el eje central de
esta obra. A través de contextos reales, situaciones interdisciplinarias y ejercicios
inspirados en escenarios profesionales, buscamos que el lector asuma un papel
activo en su propio proceso de aprendizaje. E1 ABP fomenta el andlisis, el trabajo
colaborativo y la toma de decisiones fundamentadas —competencias esenciales

en la formacién de un ingeniero del siglo XXI.
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En este texto, los métodos clasicos de integracion numérica —la Regla del
Trapecio, Simpson 1/3, Simpson 3/8 y Romberg— se presentan no solo como
herramientas matematicas, sino como oportunidades para comprender
fendmenos fisicos, econdmicos y tecnoldgicos. Cada ejemplo esta disefiado para
conectar el calculo con la realidad: desde el control térmico de procesos
industriales hasta la simulaciéon computacional y la estimacion de costos

energeéticos.

Ademas, el libro incorpora recursos digitales complementarios, disponibles en
un repositorio abierto de GitHub, que incluyen notebooks interactivos en Python,
guias metodoldgicas y materiales de apoyo. Estos recursos fortalecen la relacion
entre la matematica, la programacion y la investigacion aplicada, brindando al

estudiante una experiencia de aprendizaje integral, dindmica y contemporanea.

Porque aprender a integrar es, en esencia, aprender a unir: la teoria con la

practica, el conocimiento con la vida.

Los autores.
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Resumen

El libro Integracion Numeérica con Aprendizaje Basado en Problemas propone una
forma innovadora y significativa de abordar los métodos clasicos de integracion
numérica dentro del contexto de la ingenieria. A través de una combinacion
equilibrada entre teoria, practica y contextualizacion, la obra permite al lector
comprender no solo las féormulas y algoritmos que sustentan la integracion, sino
también su aplicacion en la resolucion de problemas reales del entorno

profesional.

El texto desarrolla de manera progresiva los métodos fundamentales de
integracion —Regla del Trapecio, Simpson 1/3, Simpson 3/8 y Romberg—,
presentando para cada uno fundamentos tedricos, deducciones, ventajas,
limitaciones y ejemplos cuidadosamente disefiados bajo la metodologia del
Aprendizaje Basado en Problemas (ABP). Esta estructura fomenta la autonomia,
el razonamiento critico y la aplicacion del conocimiento en contextos

interdisciplinarios.

En este sentido, la obra integra recursos digitales complementarios, como
notebooks interactivos en Python y guias metodoldgicas, que amplian la
experiencia de aprendizaje mediante la experimentacion computacional. Con un
enfoque practico y pedagdgico, el libro se convierte en una herramienta de apoyo
esencial para estudiantes y docentes de ingenieria, ciencias aplicadas y areas

afines, interesados en fortalecer sus competencias analiticas y tecnoldgicas.
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Este libro es una invitacion a conectar la matematica con la realidad,
promoviendo un aprendizaje activo, reflexivo y coherente con los desafios de la

educacion superior contemporanea.

Palabras clave: Aprendizaje Basado en Problemas, Educacion en Ingenieria,

Integracion Numérica, Matematica Aplicada, Métodos Numéricos, Python.
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Abstract

The book Numerical Integration with Problem-Based Learning proposes an
innovative and meaningful approach to classical numerical integration methods
within the engineering context. Through a balanced combination of theory,
practice, and contextualization, the book allows the reader to understand not
only the formulas and algorithms that underpin integration, but also their

application in solving real-life problems in the professional environment.

The text progressively develops the fundamental integration methods—the
Trapezium Rule, Simpson 1/3, Simpson 3/8, and Romberg —presenting for each
the theoretical foundations, deductions, advantages, limitations, and carefully
designed examples using the Problem-Based Learning (PBL) methodology. This
structure encourages autonomy, critical reasoning, and the application of

knowledge in interdisciplinary contexts.

In this sense, the book integrates complementary digital resources, such as
interactive Python notebooks and methodological guides, which expand the
learning experience through computational experimentation. With a practical
and pedagogical approach, the book becomes an essential support tool for
students and teachers of engineering, applied sciences, and related fields

interested in strengthening their analytical and technological skills.

This book is an invitation to connect mathematics with reality, promoting active,
reflective learning that is consistent with the challenges of contemporary higher

education.
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Keywords: Problem-Based Learning, Engineering Education, Numerical

Integration, Applied Mathematics, Numerical Methods, Python.
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Introduccion

El presente libro, surge como una respuesta a la necesidad de transformar la
ensenanza tradicional de la matematica aplicada en un proceso mas dinamico,
contextual y significativo. Su propdsito es brindar a estudiantes y docentes una
herramienta practica que les permita comprender los métodos clasicos de
integracion numérica desde la teoria, la practica y la aplicacion real en el campo

de la ingenieria.

A lo largo de sus capitulos, el lector encontrara un recorrido progresivo por los
principales métodos de integracion: la Regla del Trapecio, el Método de Simpson
1/3, el Método de Simpson 3/8 y el Método de Romberg. Cada uno se presenta de
manera estructurada, iniciando con sus fundamentos tedricos, representaciones
graficas, deducciones matematicas y férmulas, para luego avanzar hacia
ejercicios resueltos y situaciones aplicadas desarrolladas bajo la metodologia del

Aprendizaje Basado en Problemas (ABP).

Esta metodologia constituye el eje pedagdgico del libro, pues promueve el
aprendizaje activo, la resolucion de problemas reales, el trabajo colaborativo y el
desarrollo de competencias analiticas y profesionales. A través de ejemplos
inspirados en contextos de la ingenieria agroindustrial, civil, eléctrica, de
sistemas y de datos, el lector podrda comprender la utilidad de los métodos

numéricos en la modelacion, el andlisis y la toma de decisiones técnicas.

El texto también incluye recursos digitales complementarios disponibles
mediante un repositorio en GitHub, donde se ofrecen notebooks interactivos en

Python, guias metodologicas, orientaciones sobre normas APA y materiales
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adicionales que fortalecen la conexion entre la teoria matematica y la practica

computacional.

Por lo anterior, este libro busca que el estudiante por un lado aprenda a resolver
integrales numeéricas y, por otro lado, que entienda su proposito, su alcance y su
aplicacion en la ingenieria moderna. Mdas que una coleccién de métodos es una
invitacion a pensar la matematica como una herramienta viva para interpretar,

optimizar y transformar el mundo.
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Capitulo 1

Fundamentos Teoricos y Conceptuales

1.1. Integracion Numérica

La integracion numeérica es un conjunto de técnicas que permiten calcular de
forma aproximada integrales definidas que no tienen solucion analitica. En este
sentido, los autores Infante del Rio y Rey Cabezas (2018) afirman que “las
férmulas de integracion numérica (que, de hecho, se conocen también por el
nombre de férmulas de cuadratura) tienen como objetivo aproximar el valor de
la integral de una funcion en un intervalo: de la que s6lo se conocen los valores
en algunos puntos, o cuya primitiva es dificil de calcular, o cuya primitiva no se

puede expresar en términos de funciones elementales”. (p. 307)

La integracion numérica es una herramienta fundamental en el andlisis aplicado,
ya que, aparte de resolver integrales que no tienen solucidn analitica, permite
estimar 4reas, voliumenes o cantidades fisicas con datos experimentales y
discretos (tablas, graficos, sensores), que son problemas muy comunes en las

ciencias y las ingenierias.

Su aplicacion en contextos reales y complejos es clave en dreas del conocimiento
humano como: simulaciones, modelacién computacional, estadistica, fisica,
finanzas, medicina. Dado el caracter algoritmico de la integracion numérica, es
facil su automatizacién y programacion en software como Excel, MATLAB,

Python, asi como su integracion a sistemas de control en tiempo real.
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La Regla Trapezoidal, las féormulas de Simpson 1/3 y de los 3/8 son conocidas
como férmulas de Newton Cotes, las cuales utilizan nodos o puntos
equidistantes y que segun Izar Landeta (2018) “son quizas las formulas de
integracion numérica mds conocidas en el ambito de la ingenieria” (p. 231). A
pesar de que la restriccion de elegir puntos equidistantes hace que los resultados
de las formulas de Newton Cotes sean menos precisos (en términos de la
definicion matematica particular de precision) que la cuadratura gaussiana,
autores como Gutiérrez, Olmos y Casillas (2010), afirman que “puede suceder
facilmente que una formula de Newton Cotes de un valor numérico mas cercano

que la féormula tedrica gaussiana mas precisa” (p. 215).

Por otro lado, si al conjunto de férmulas de Newton Cotes incluimos la
integracion de Romberg, obtenemos las técnicas clasicas de integracion numérica
conocidas con el nombre de cuadratura numérica, ya que histéricamente,
“cuadrar una figura” es calcular su drea aproximada mediante nimeros (sumas,

subdivisiones), que viene ser la definicion moderna de la integral de una funcion

f: f(x) dx (o area bajo la curva de una funcién dada).

Cabe resaltar, como afirman Burden y Faires (2002) que “los métodos de

cuadratura numeérica emplean una suma del tipo )i a; f(x;) para aproximar
b : e .
fa f (x) dx y se basan en los polinomios interpolantes del tipo: B, (x) = a,x™ +

ap_1x"" 1+ -+ a;x; + ay donde n es un numero entero no negativo y ay, ..., a,
son constantes reales. Su importancia se debe a que aproximan de manera

uniforme a las funciones continuas” (p. 105, 186).
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1.2. Aprendizaje Basado en Problemas

Es una metodologia educativa activa donde el proceso de aprendizaje se inicia y
organiza alrededor de un problema real, complejo y abierto, que los estudiantes
deben analizar y resolver. En palabras de Diaz Barriga (2006) “como metodologia
de ensenanza, el ABP requiere de la elaboracion y presentacion de situaciones
reales o simuladas — siempre lo mds auténticas y holistas posible — relacionadas
con la construccion del conocimiento o el ejercicio reflexivo de determinada
destreza en un ambito de conocimiento, practica o ejercicio profesional

particular” (p. 62).

La metodologia ABP permite desarrollar el pensamiento critico en los
estudiantes, ya que, al enfrentarlo con problemas reales, este debe analizar,
comparar estrategias y tomar decisiones fundamentales, dejando de lado los
procedimientos mecanicos, muy comunes en las metodologias tradicionales de
ensenanza y aprendizaje (modelos conductistas). El ABP es una metodologia de
enfoque constructivista, en particular del aprendizaje significativo, ya que el
estudiante construye su conocimiento a partir de situaciones cercanas a la vida
profesional y cotidiana, en este sentido especifico, el estudiante entiende para qué

se usa la integracion numeérica, mas alla de la teoria.

Por otro lado, el ABP fomenta el trabajo colaborativo al hacer equipos de estudio,
promoviendo la interaccidn, el didlogo matematico, el respeto por las ideas ajenas
y la responsabilidad compartida. Sin lugar a duda, el hecho de que los
estudiantes se enfrenten a la resolucion de problemas reales y del contexto (en
particular de su carrera), genera interés, curiosidad y compromiso, cuyo
resultado no es otro que el de mejorar la actitud del estudiante frente a la

asignatura.
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A pesar de que el ABP naci6é como una metodologia educativa en el campo de la
salud, la aplicacion de este modelo no se ha limitado a esta mera area. En este
sentido, Morales & Landa (2004) afirman que: “por la efectividad del método
para alcanzar las metas de formacion de los estudiantes del mundo de hoy, se ha
venido implementando en una diversidad de especialidades, como son las
diferentes areas de la ingenieria, en las ciencias econdmicas-administrativas
(contabilidad, administracion) y en las ciencias sociales (derecho, trabajo social,

psicologia)” (p. 156).
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Capitulo 2

Regla del Trapecio

2.1. Fundamentos Teoricos

La regla del trapecio es una técnica de integracion numérica que mejora la
aproximacion del area bajo la curva al reemplazar los rectdngulos por trapecios.
Cada trapecio tiene como base el subintervalo [x;,x;4;] y lados no verticales

definidos por los valores de la funcién en los extremos f(x;) v f(x;4+1)-

Esta regla consiste en dividir el intervalo de integracion en n subintervalos y
aproximar el area de cada uno por la del trapecio entre los puntos de las abscisas

y las ordenadas de la funcion evaluada en esos valores.

2.2. Representacion Grafica y Férmulas
Figural

Descripcion Grifica de la Regla del Trapecio

f(x)
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De las férmulas de Newton-Cotes, se tiene que para la regla trapezoidal:

Izj;bf(x)dxzfabfl(x)dx

y dado que:

() = f(a )+M( —a)

El area bajo la linea recta que representa el polinomio de primer grado es una

aproximacion de la integral de f(x) entre los limites a y b, es decir:

La aproximacion numeérica en su forma compacta y expandida estan dadas por:

n—1
f(xp)+2 Z il eam i (xn)] (Forma compacta)

—jbf(x)dx~A—x
= ~=

b
T f f)dx ~ Az—x [f (o) + 2f (x1) + -+ + 2f (Xn—1) + f (xn)](Forma expandida)

donde:

e n: numero de subintervalos

b—a
° Ax = —
n

. x;=a+1i-Ax
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Segin Chapra y Canale (2011), “geométricamente, la regla del trapecio es
equivalente a aproximar el area del trapecio bajo la linea recta que une f(a) y f(b)”

(p. 550).

Para el uso o aplicacion de este método, es fundamental lo que afirman Burden
& Faires (2011) El método del trapecio proporciona una manera sencilla de
aproximar integrales definidas, pero su precision depende criticamente de la

suavidad de la funcion y del nimero de particiones usadas.

2.3. Error de Truncamiento

Al calcular la integral bajo un segmento de linea recta para aproximar el area bajo
una curva es importante tener en cuenta que siempre existe un error asociado al
resultado, el cual depende de la forma de la funcion y del tamafio del intervalo.

considerado, y puede estimarse utilizando las siguientes expresiones:

1 LIGEAR FS
Br= - Zf £

LU FGE (R ok
P = —WZ (&)
=1
donde f"(&;) es la segunda derivada en un punto ¢;, localizado en el segmento i.

Este resultado se simplifica al estimar la media o valor promedio de la segunda

derivada en todo el intervalo [a, b].

2.4. Ventajas

o Es uno de los métodos mas sencillos de realizar.
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. Obtiene aproximaciones mas exactas si la funcion es continua y suave, es

decir, no presenta cambios bruscos.

. Su implementacion computacional requiere de bajo costo de

procesamiento.

2.5. Desventajas

. Para aumentar la precision requiere incrementar la cantidad de

subintervalos(trapecios), lo que eleva el esfuerzo de calculo.

. La féormula de error depende de la segunda derivada de la funcion. Si
esta es grande o cambia mucho, el error puede ser significativo.

2.6. Ejemplos Resueltos
Ejemplo 1

Considere la siguiente integral definida:

3
J (x% + 3x) dx
1

1. Resuelva la integral de forma analitica.

2. Aproxime el valor de la integral utilizando el método del trapecio para
n=4 y n=8 subintervalos.

3. Utilice un redondeo de 4 decimales.

4. Calcule el error utilizando la férmula.

(b-a)®
12n3

5. By = iz f" (§)

6. Analice el resultado: ;el error fue alto o bajo? ;Qué ocurre cuando se
aumento el nimero de subintervalos?

Solucion Analitica

INTEGRACION NUMERICA CON APRENDIZAJE BASADO EN PROBLEMAS: teoria, ejercicios y aplicaciones en ingenieria



https://doi.org/10.62486/978-628-97230-0-7

Figura 2

Area bajo la curva de f(x) = x? + 3x

X
=g

18

X

j:(xz + 3x) dx = Ex3 +;x2]j
[l ssa- o ool Jor]- -1

e 62
f (x% 4+ 3x)dx = B 20.6667
1

Solucion Numérica n=4
Paso 1: Informacion del problema

e Funcion: f(x) = x% + 3x

e Limite inferior: a=1

e Limite superior: b=3

e Numero de subintervalos: n=4
e Numero de decimales: 4

Paso 2: Célculo de la amplitud del subintervalo

b—a 3-1
=——=0.5000
n 4

Ax =
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Figura 3

Area bajo la curva de f(x) = x* + 3x

fix)

18 4

10 1 i

Tabla 1

Datos tabulados para la aplicacion del método del trapecio

i X fCx)
0 1.0 4.00
1 1.5 6.75
2 2.0 10.00
3 25 13.75
4 3.0 18.00

Paso 3: Aplicacion de la férmula del trapecio compuesta
b Ax n—1
[ reax=5 [f(xo) +2) F (6) + ()
4 =1
2 0.50
f (x* +3x) dx = ——[4.00 + 2(6.75 + 10.00 + 13.75) + 18.00]
1

3
f (x? + 3x) dx ~ 20.7500
1
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Solucion Numérica n=8
Paso 1: Informacién del problema

e Funcidn: f(x) = x? + 3x

e Limite inferior: a=1

e Limite superior: b=3

e Numero de subintervalos: n=8
e Numero de decimales: 4

Paso 2: Calculo de la amplitud del subintervalo

b—a 3-1
Ax = =——=0.25
n 8
Figura 4
Area bajo la curva de f(x) = x? + 3x
E 4
18.00 A
13.75 . 3
10.00 1 . : ; :I
%
1.:0 I 1?5 J 2?0 I 255 I 3.0
X
Tabla 2
Resultados de f(x) en puntos equidistantes
i X; f(x)
0 1.00 4.0000
1 1.25 5.3125
P 1.50 6.7500
3 1.75 8.3125
4 2.00 10.0000
5 DS 11.8125
6 2.50 13.7500
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i Xi f(x;)
7 2S 15.8125
8 3.00 18.0000

fbf(x)dX~A—x[f(x )+22f(x-)+f(x )]
! 1 2 0 - i n

: 0.25
f (x% 4+ 3x) dx ~ ——[4.0000 + 2(5.3125 + 6.7500 + 8.3125
1

2
+10.0000 + 11.8125 + 13.7500 + 15.8125) + 18.000]

3
j (x% + 3x) dx =~ 20.6876
1

Célculo del error
Informacion

o f(x)=x%+3x " (x)=2
e Limite inferior: a=1
e Limite superior: b=3

b—a)®x
E=-"2 N
i=1

Para n=4
if" (€D @) (DER@)E(2) 518
=
E, = —%Zf” &) = 52 _(432 8 = —0.0833
Para n=8 ]

8
Zf" C)=@)+@Q)+@A)+@2)+@2)+@2)+(2)+(2) =16

i=1

! 1 Gl DR AL
E, = - 12n3 Zf (8 = ~15-ggy " 16 = ~00208

Andlisis y Conclusiones del Resultado
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e Elsigno negativo del resultado del error indica que el valor aproximado
(area bajo la curva) es mayor al valor real de la integral, es decir, el area
es sobrestimada.

e Cuando se aumentd el numero de intervalos se obtuvo una mejor
aproximacion al valor real, por ende, un error menor, dado que el error
E_T es inversamente proporcional al cubo del nimero de subintervalos
n.

e El error obtenido para n=4 es aproximadamente del 8% y para n=8 es del
2%, lo que es bastante aceptable, dado que es cercano a 0.

Ejemplo 2
Estimacion de una integral no elemental

Considere la siguiente integral definida:

1 2
f e X dx
0

1. Aproxime el valor de la integral utilizando el método del trapecio para
n = 4 subintervalos.

2. Utilice un redondeo de 6 decimales.

3. Calcule el error utilizando la férmula.

INOEDT,
ET__W]C €]

4. Analice el resultado: ;el error fue alto o bajo?

Solucion Numérica

Paso 1: Informacién del problema
e Funcién: f(x) = e ™’

e Limite inferior: a=0

e Limite superior: b=1

e Numero de subintervalos: n=4

e Numero de decimales: 6

Paso 2: Célculo de la amplitud del subintervalo

b—a 1-0
= 1025

Ax =
3 n 4
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Figura 5

Area bajo la curva de f(x) = =",

3

f(x)

0.00 0.25 050 075 1.00

Tabla 3

Valores de f(x) = e *’en el intervalo [OR1Y]

fea=C ¥
i X f(x)
0 0.00 1.000000
1 0.25 0.939413
2 0.50 0.778801
3 0.75 0.569783
4 1.00 0.367879

o . n—-1
[ reax= [f(xo) +2) F(6) + ()
4 i=1
i 0.25
j (e‘xz) dx = 71 [1.000000 + 2(0.939413 + 0.778801
0
+0.569783) + 0.367879]
3 2
f (e™ ) dx = 0.742984
0

Célculo del error
Informacion

. fE) =e™
Y ) Sl (Bt )
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e Limite inferior: a=0
e Limite superior: b=1

b—a)*x
= S
i=1

Tabla 4
Valores de f'' (&;)en los puntos medios de los subintervalos
A" (£), donde € es el punto medio de cada intervalo

i Si )

1 0.125 -1.907462
2 0.375 -1.248922
3 0.625 -0.296027
4 0.875 0.494108

Zf” (&) = (—1.907462) + (—1.248922) + (—0.296027) + (0.494108)

i=1
4
Zf" (£) = —2.958303
2 " 3 )3
£y LGEIDY 12n3 Zf )= 12 17 qay (~2.958303) = 0.003852

Andlisis y conclusiones del resultado

e El signo positivo del resultado del error indica que el valor aproximado
(area bajo la curva) es menor al valor real de la integral, es decir, el area es
subestimada.

e Elerror obtenido es bastante aceptable, dado que es cercano a 0 e indica que
el método puede ser utilizado en aproximaciones de este tipo de curvas.

Ejemplo 3

Control térmico en proceso de pasteurizacion

Contextualizacion del problema

El control térmico es un aspecto fundamental en los procesos agroindustriales

dedicados a la produccion de alimentos, ya que permite garantizar la seguridad
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e inocuidad de los productos mediante la eliminacion de microorganismos
patogenos, sin comprometer su calidad. En particular, la pasteurizacion es una
técnica ampliamente utilizada en la industria lactea para prolongar la vida util
de la leche y sus derivados, asegurando que cumplan con los estdndares
sanitarios establecidos por la normatividad vigente.

Dentro de los métodos existentes, el proceso LTLT (Low Temperature Long Time)
constituye una alternativa efectiva para pequefias y medianas plantas
agroindustriales, ya que consiste en mantener la leche a temperaturas moderadas
durante periodos prolongados, reduciendo riesgos sin alterar sus propiedades
organolépticas.

Descripcion y modelamiento del problema

La ingeniera agroindustrial Diana Ldépez, especialista en procesos térmicos
aplicados a la industria de alimentos, lidera un proyecto de mejora continua en
la planta agroindustrial Freska Leche. Su objetivo es optimizar el proceso de
pasteurizacion mediante un control preciso de la temperatura, garantizando la

eliminacion de patdgenos sin afectar la calidad del producto.

Durante la etapa de pasteurizacion, se aplica el método LTLT, que exige mantener
la leche a una temperatura constante durante 30 minutos. En este caso particular,
se requiere analizar la variacion de la temperatura en un tanque de leche a lo
largo del tiempo para estimar la energia térmica necesaria durante todo el
proceso.

La temperatura en funcién del tiempo durante el proceso se modela mediante la
funcion:

T(t) =20+ 15 (nt)
(t) = cos\Tg

donde:

e T(t) es la temperatura en grados Celsius,
e tesel tiempo en minutos.
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El objetivo es calcular la energia térmica total requerida Q durante el proceso de
pasteurizacion. Inicialmente se debe calcular la energia acumulada en el tiempo
E¢,1a cual se calcula con la siguiente expresion:

Et=m-c-<ft1T(t)dt>

0

Considerando los siguientes datos:

e Masa de leche: m = 100 kg
e Calor especifico de la leche: c = 3900]J/(kg - °C)

En caso de presentarse un corte de energia eléctrica, la planta debe tener un
generador de respaldo que pueda suministrar energia a los equipos involucrados
en el proceso de pasteurizacion. Los ingenieros encargados han decidido el uso
de un sistema de alimentacion ininterrumpida (UPS: Uninterruptible Power
Supply). que son baterias que proporcionan energia instantdnea por un corto

periodo de tiempo, estas pueden suministrar energia durante las interrupciones.

Pregunta problema

(Qué capacidad minima de vatios (W) debe tener la UPS para garantizar el
proceso de pasteurizacion durante 30 minutos, considerando un margen de

seguridad del 10% sobre la potencia calculada?

Requisitos o condiciones del problema

e Utilizar el método del trapecio para calcular la energia total acumulada
E,.

e Evaluar la funcion en 5 subintervalos equidistantes.

e Los resultados deben presentarse con un redondeo de 4 cifras decimales.

Paso 1: Informacion del problema

Funcién: f(t)=20+15cos(’1r_;)

Limite inferior: a=0

Limite superior: b=30
Numero de subintervalos: n=5

Numero de decimales: 4
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Paso 2: Calculo de la amplitud del subintervalo

b—a 30-0
At = = = 6.0000
n 5

Tabla 5

Valores de f(t) = 20 4+ 15cos (f—;)en funcion del tiempo t;

f(t)=20+15cos (=)

i t; f(t:)

0 0.0 35.0000
1 6.0 15.3647
2 12.0 7.8647
3 18.0 32.1353
4 24.0 24.6353
5 30.0 5.0000

Paso 3: Aplicacion de la férmula del trapecio compuesta
b At n—-1
[roa~3 [f(to) PWIOE: f(tn)]
'l =

=Y mt 6.0
J 20 + 15cos (E) dt =~ 7 [35.0000 + 2(15.3647 + 7.8647
0

+32.1353 + 24.6353) + 5.0000]

30 L
j <20 + 15cos (—)) dt =~ 600°C - min
5 10

30
Et=m'0'<f T(t)dt)
0

E, = (100kg) - (3900]/(kg - °C)) - (600 °C - min) = 234.000.000] - min

Para calcular la potencia, se necesita obtener la energia total necesaria, la cual se

obtiene mediante la expresion.

_E, 234.000.000 LELALE
1 30 7 (VY

Dado que la potencia es igual a energia sobre tiempo, y se requiere que sea en
vatios (W), es necesario convertir los minutos en segundos, es decir:
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pP= i 27200 000 4333.3333 W
B ) iS00 YRR '

La potencia minima calculada fue:
P =4333.3333 W
Considerando un margen de seguridad del 10%:

Pregura = P - (1 + 0.10) = 4333.3333 - 1.10 = 4766.6667 W

Anilisis y conclusiones del resultado

. En este problema primeramente se calculd la energia acumulada en el
tiempo mediante el método de integracion del trapecio y con esta informacion
se obtuvo la energia y luego la potencia necesaria.

o La UPS necesaria para garantizar la energia en el proceso de
pasteurizacion es de 4333.3333 W. Sin embargo, como se solicita adicionar un
margen de seguridad del 10% de la potencia, para eso se requiere una UPS con
una capacidad minima de al menos 4767 W o aproximadamente 4.8 kW.

Ejemplo 4
Estimacion del espacio recorrido por un dron de fumigacion
Contextualizacion del problema

En los procesos agroindustriales, la optimizacion en la aplicacion de
agroquimicos es un factor critico para la rentabilidad y la sostenibilidad de los
cultivos. Los drones de fumigacion se han convertido en una herramienta
necesaria para esta labor, permitiendo una aplicacion precisa y eficiente.

Descripcidén y modelamiento del problema

Durante una prueba de vuelo automatizado, se registraron datos de velocidad
de un dron en funcion del tiempo, mostrados en la siguiente tabla:

Tabla 6

Velocidad del dron vs. tiempo

Tiempo 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Velocidad 3.2 35 68 46 6.1 7.7 81 9.0 93 99
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donde:

e v(t) es la velocidad en metros por segundo (m/s),
e trepresenta el tiempo en segundos.

Sabemos que la velocidad es la razén de cambio (derivada) del espacio con
respecto al tiempo, es decir:

tn

v(t)=§—> fv@)dt = [ds— s(t)=f v(t)dt

to

Donde s(t) es la distancia total recorrida en un tiempo t.

Dada la tabla de datos de velocidad en funcion del tiempo, El objetivo es
calcular la distancia total recorrido por el dron, y como no se cuenta con una
funcion explicita de velocidad v(t), sino con los valores de velocidad para
subintervalos iguales de tiempo t, se debe utilizar la integracién numérica.

Pregunta problema ;Con que cantidad exacta de plaguicida se debe equipar el
dron para realizar el recorrido obtenido; sabiendo que para cubrir una hectdrea
(ha) el dron realiza un recorrido lineal de 1400 mt y se necesitan 12 It/ha?

Requisitos o condiciones del problema

o Utilizar el método del trapecio para estimar la integral.
e Los resultados deben presentarse con un redondeo de 4 cifras decimales.

Paso 1: Informacion del problema
e Limite inferior: a = 10
e Limite superior: b = 100
e Numero de subintervalos: n =9
e Numero de decimales: 4

Paso 2: Célculo de la amplitud del subintervalo
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bs-1d) piLaa S 10
= =10

At = - 9

Tabla 7:

Valores tabulados de f(t_i)
i t; f(t:)
0 10 32
1 20 3.5
2 30 6.8
3 40 4.6
4 50 6.1
5 60 ol
6 70 8.1
7 80 9.0
8 90 9.3
9 100 9.9

Paso 3: Aplicacion de la férmula del trapecio compuesta
b At n—1
[rwa=~3 [f(to) +2) )+ f(tn)]
¥ =

100 10
s(t) ~ j V(D dt ~ —[32+2(35 + 6.8+ 4.6 +6.1
10
s/ b eSO 9.3 )EE 9.9]

100
s(t) = j v(t)dt = 616.5mt
0

616.5-12 7398

XS § I ~ 5.2843 litros

Litros necesarios =

Andlisis y conclusiones del resultado

En este problema se encontr6 el area bajo la curva utilizando datos
tabulados, teniendo en cuenta que la distancia entre los datos de la variable
independiente t debe ser igual, para poder utilizar la integracion numérica.
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Después de encontrar la distancia recorrida, se aplico una regla de tres
simple para calcular la cantidad en litros de plaguicida con que debe equiparse
el dron para fumigar la distancia recorrida.

El dron debe ser equipado con aproximadamente 5.2843 litros de plaguicida para
realizar el recorrido estimado de 616.5000 metros, garantizando una aplicacion
eficiente y precisa sobre el cultivo.

2.7 Ejemplos Propuestos
Ejemplo 1

Considere la siguiente integral definida:
2
j 2x - cos(x?) dx
0

1. Resuelva la integral de forma analitica.

2. Aproxime el valor de la integral utilizando el método del trapecio paran = 4y
n = 8 subintervalos.

3. Utilice un redondeo de 4 decimales.

4. Calcule el error utilizando la formula.

bh— 3
AL A e

5. Analice el resultado: ;el error fue alto o bajo? ;Qué ocurre cuando se aumento6 el
numero de subintervalos?

Ejemplo 2
Estimacién de una integral no elemental

Y | 2
2 sin(x“)
ok 1373

1. Aproxime el valor de la integral utilizando el método del trapecio para n = 4
subintervalos.

2. Utilice un redondeo de 6 decimales.

3. Calcule el error utilizando la formula.
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L NGFIn ],
ET__W]C )

4. Analice el resultado: jel error fue alto o bajo?

Ejemplo 3

En el monitoreo de redes de datos, es fundamental conocer la cantidad de
informacion transferida en un intervalo de tiempo para optimizar recursos,
prevenir saturacion y calcular costos asociados al ancho de banda. El trafico de
datos no suele ser constante durante el dia; varia segun la cantidad de usuarios,
procesos programados o picos de uso en horarios laborales.

La cantidad total de datos transferidos se puede modelar como la siguiente
integral:
i

D=f B (t)dt

0

Donde:

e D =Cantidad de datos transferidos (Megabits)
e B(t) = Ancho de banda utilizado (Mbps)
e t=Tiempo (en horas)

Un ingeniero de sistemas esta realizando un estudio de monitoreo de red en la
infraestructura tecnologica de un centro de datos de la Universidad del Rio
Grande. Como parte de la gestion de la red, ha recolectado datos del ancho de
banda utilizado por uno de los servidores principales durante las primeras 5
horas de operacion del dia.

Estas mediciones fueron obtenidas a través de las herramientas de monitoreo de
red que registran el ancho de banda promedio consumido en intervalos de una
hora.
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Tabla 8

Variacion del ancho de banda a lo largo del tiempo

Tiempo (h) Ancho de Banda (Mbps)
0 40

50

70

100

90

60

N A W N =

1. Analice el problema presentado y proponga un titulo técnico adecuado
que refleje claramente su contexto, proposito y el area de conocimiento al
que pertenece.

2. Desarrolle la solucion de este problema siguiendo la estructura:

e Contextualizacion del Problema.

e Descripcion y modelamiento del problema.

Pregunta problema

3. Estime mediante la regla del trapecio la cantidad total de datos
transferidos en Megabits durante las primeras 5 horas.

4. Si el costo de transferencia es de aproximadamente $0.10 USD por
Gigabyte transferido, ;cudl seria el valor a pagar por la transferencia total
registrada?

Ejemplo 4

La Universidad Tecnologica del Caribe (UTC), a través del Grupo de Investigacion
en Ciencia de Datos y Analitica Predictiva (GICDAP), se encuentra desarrollando
un proyecto para la implementacion de modelos de inteligencia artificial (IA)
orientados a predecir la desercion universitaria. Esta iniciativa busca fortalecer las
estrategias institucionales de permanencia y graduacion, mediante el uso de
herramientas tecnoldgicas que permitan anticipar comportamientos de abandono
y tomar decisiones fundamentadas con base en datos.

Como parte del proceso investigativo, el equipo ha disefiado y entrenado dos
modelos diferentes para predecir la desercion:

*Modelo 1: Regresion Logistica (modelo clasico, ampliamente utilizado por su
simplicidad y capacidad de interpretacion).

*Modelo 2: Random Forest (modelo robusto, reconocido por su alta capacidad
predictiva y manejo de datos no lineales).
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Ambos modelos han sido evaluados en funcion del F1-Score acumulado (%)
conforme se incrementa progresivamente la cantidad de datos de entrenamiento.

Esta métrica ha sido seleccionada por el equipo debido a que ofrece una evaluacion
mas equilibrada y robusta en comparacion con la precision simple, ya que
considera tanto la capacidad del modelo para evitar falsos positivos como para
identificar correctamente los casos positivos. Esto es esencial en contextos de
clasificacion binaria como la prediccion de desercion.

Sin embargo, los datos disponibles presentan intervalos irregulares en el
crecimiento de la muestra, lo que exige aplicar métodos matematicos o soluciones
computacionales para estimar el rendimiento acumulado total de cada modelo. A
partir de estos resultados, la universidad espera definir cudl de las dos estrategias
debe adoptar para su sistema institucional de monitoreo y prevencion de la

desercion.

Tabla 9
Regresion Logistica

Datos (x1000)  F1-Score (%)

0 0
0.5 55
1 65
15 68
% 70
/AT i
3 &
4 74
5 75
6 75.5
y/ 76

Tabla 10

Random Forest

Datos (x1000)  F1-Score (%)

0 0
0.5 60
1 61
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Datos (x1000)  F1-Score (%)

i[5 2
Z 74
25 74
3 78
4 U3
S 70
6 81
f/ 82

El grupo completo se dividird en dos subgrupos de trabajo, cada uno responsable
de analizar un modelo especifico. El trabajo debe desarrollarse de manera
cooperativa bajo la siguiente estructura:

® Subgrupo 1: Analizara el modelo de Regresion Logistica.

* Subgrupo 2: Analizara el modelo Random Forest.

Cada subgrupo desarrollara de forma independiente las siguientes actividades:

1. Analizar el problema y proponer un titulo técnico adecuado que refleje su
contexto y su relacion con la evaluacion de modelos de clasificacion.

2. Desarrollar la solucion del problema siguiendo esta estructura:

¢  Contextualizacion del problema.

¢  Descripcion y modelamiento matematico que justifique el uso del método
asignado.

e  Formulacion de una pregunta problema clara y técnica.

3. Aplicar correctamente el método de integracién asignado (Regla del Trapecio)
sobre los datos tabulados para estimar el drea bajo la curva acumulada del F1-Score.

4. Explicar las caracteristicas del modelo de clasificacion asignado:

e  Subgrupo 1: Debe explicar el funcionamiento y las principales
caracteristicas del modelo de Regresion Logistica, destacando sus ventajas,
limitaciones y aplicaciones tipicas.
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e  Subgrupo 2: Debe explicar el funcionamiento y las principales
caracteristicas del modelo Random Forest, resaltando su capacidad para
manejar datos no lineales, su robustez y sus ventajas frente a otros métodos.

5. Reflexionar y responder: ;Cémo contribuyen los sistemas de prediccion basados
en inteligencia artificial al desarrollo de soluciones para la optimizacion de procesos
educativos y la reduccion de la desercion? Fundamente su respuesta considerando

los impactos en la eficiencia académica, econdmica e institucional.

6. Comparar las areas aproximadas calculadas para cada modelo. Si la diferencia
entre los resultados es menor al 10% del promedio de ambas areas, el grupo debera
seleccionar como modelo de clasificacién aquel que demande menores recursos
computacionales. Esta elecciéon debe ser argumentada técnicamente, teniendo en
cuenta la eficiencia, simplicidad y facilidad de interpretacion del modelo.

7. Explicar de forma conjunta qué es el F1-Score y qué ventajas proporciona para
medir el rendimiento global de modelos de clasificacion binaria en problemas como
la prediccion de desercidn. ;Qué representa graficamente? Justificar por qué esta
métrica es adecuada para la comparacion de los modelos presentados.

8. Presentar de forma consensuada el modelo seleccionado, argumentando la
eleccion con base en el mejor F1-Score acumulado o en el rendimiento
computacional del modelo. La decision debe ser respaldada con evidencia
numeérica, técnica y referencias académicas pertinentes.
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Capitulo 3

Meétodo de Simpson 1/3

3.1. Fundamentos Teoricos

El método de Simpson 1/3 es una técnica de integracion numérica mas precisa
que los métodos del rectangulo y del trapecio. Utiliza parabolas en lugar de
segmentos rectos o dreas planas para aproximar el comportamiento de la funcion

en subintervalos, logrando asi una mejor estimacion del drea bajo la curva.
3.2. Representacion Grafica y Férmula
Figura 6

Descripcion Grafica del Método de Simpson 3/8.

Para aproximar la integral definida ff f (x) dx mediante el método de Simpson
1/3, se sustituye la funcion f(x) por un polinomio de segundo grado, dado que,
como se observa en la grafica, este método utiliza tres puntos ajustados a un

polinomio cuadratico.
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De aqui:

b b
=[x~ @
a a
Considerando los puntos:

Xg, X1 = Xg +h,x2 = Xo +2h

Haciendo a = x4, b = x, y aplicando interpolacion de Lagrange para el polinomio

de segundo grado f,(x), se tiene que:

L MR Gx kit ) (x —x0)(x — x3)
[ fxo [(XO —x1) (X0 — xz)f(xO) i (%1 — x0) (%1 — x2) fCa)
(x — x0) (x — x1)
(05 %o €3 = xl)f(XZ) dx
El resultado de esta integral es:
b—a

I = A?x [f (x0) +4f (x1) + f(x2)], siendo  Ax = n

Esta ecuacion es la segunda formula de integracidon cerrada de Newton-Cotes.
Otra forma de obtener dicha ecuacion es integrando el polinomio de Newton-

Gregory (Chapra & Canale, 2011, p. 559).
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Para llegar a la forma extendida, se tiene que, como n=2m subintervalos, hay m

pares.
Denotando los nodos:

%08 X5 Y. 5 ok

Para cada par (x}, x,j42), tenemos que:

2j+2 Ax
| F e~ S+ g + foa]

J

Sumando sobre j=0, ..., m-1, obtenemos:

m—1

z Ax O
[ rerax =5 [y + tper + foreal

Jj=0

Agrupando términos, teniendo en cuenta que:

e Los extremos f, y f,, aparecen una vez cada uno.
e Losnodos con indice impar aparecen 4 veces.
e Los nodos con indice par (interiores) aparecen 2 veces, excepto los

extremos.
Nos queda:

a

b A =il n-2
[NISEEEATE +4; f () +2;f<xi)+f(xn)

impar par
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3.3. Error de Truncamiento

El error de truncamiento para el método de Simpson 1/3 viene dado por la
férmula.
b-a)° 1V,
Be=— =) [ (E)

180n* n

=1

n

b — 5
Fo= -0 N fo )

i=1

donde f™ (&) es la cuarta derivada de la funcién evaluada en un punto &;,
localizado en el segmento i. Este resultado se simplifica al estimar la media o

valor promedio de la segunda derivada en todo el intervalo [a, b].

Un anadlisis de esta férmula nos revela que la regla de Simpson 1/3 es mas exacta
que la regla del trapecio, ya que no es proporcional a la segunda derivada sino a
la cuarta, esto porque el término del coeficiente de tercer grado se hace cero

durante la integracion de la interpolacion polinomial.

En consecuencia, como afirman Chapra & Canale (2011), “la regla de Simpson 1/3
alcanza una precision de tercer grado aun cuando se basa en solo tres puntos. En
otras palabras, jda resultados exactos para polinomios ctibicos aun cuando se

obtenga de una parabola!” (p. 559).

3.4. Ventajas

. Ofrece una mayor precision que el método del trapecio al utilizar

una interpolacion cuadratica.
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. Es exacto para polinomios de hasta tercer grado, incluso cuando se

basa tinicamente en tres puntos.

o El error de truncamiento esta relacionado con la cuarta derivada, lo

que lo hace mas eficiente en funciones suaves.

. Permite obtener buenos resultados con menos subintervalos en

comparacion con otros métodos basicos.
3.5. Desventajas

. Requiere un niimero par de subintervalos (n par), lo que puede
limitar su aplicacion directa.

. Es mas complejo que el método del trapecio, tanto en la deduccion

teorica como en la implementacion.

J Si la funcion no es suficientemente suave (por ejemplo, presenta
cambios abruptos en la cuarta derivada), el método puede perder

precision.

3.6. Ejemplos Resueltos
Ejemplo 1

Considere la siguiente integral definida:

j ﬂ( sinx) dx
0

1. Resuelva la integral de forma analitica.

2. Aproxime el valor de la integral utilizando el método de simpson 1/3
para n=4 y n=6 subintervalos.

3. Calcule el error utilizando la férmula.

n

b — 5
Bo= =S 2 S )

4. Utilice un redondeo de 4 decimales.
5. Analice el resultado: ;el error fue alto o bajo? ;Qué ocurre cuando se

aumento el nimero de subintervalos?
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Solucion Analitica
Figura 7

Area bajo la curva de f(x)=sin(x)

fnsinx dx = [—cosx]j
fnsinx dx = [—cos(m)] — [—cos(0)] = —(-1) — (1)
0

T
f sinxdx = 2
0

Solucion Numérica n=4
Paso 1: Informacién del problema

e Funcién: f(x)=sinx

e Limite inferior: a=0

e Limite superior: b=mt

e Numero de subintervalos: n=4
e Numero de decimales: 4

Paso 2: Calculo de la amplitud del subintervalo

b—a_T[—O_T[

Ax = 7
n 4 4
Figura 8
Area bajo la curva de f(x)=sin(x)
= h
[
1.000
0.707 1 : ,
0.000 + + 5 >
0 T z % n
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Tabla 11

Valores de f(x) = sin (x)en el intervalo [0, 7]

i X f ()
0 0 0.0000
1 n 0.7071
4
2 n 1.0000
2
3 31 0.7071
¥y
4 e 0.0000

Paso 5: Aplicacion de la férmula del trapecio compuesta

n-1 n-2 ]
{ o deel |
| fedx = | ) + 4 PRSI WLORYLS]

impar par

[0.00 + 4(0.7071 + 0.7071) + 2(1.0000) + 0.00]

w1

Vs
f sinx dx =
0

fon sinx dx ~ 2.0045
Solucién Numérica n=6
Paso 1: Informacién del problema

e Funcion: f(x)=sinx

e Limite inferior: a=0

e Limite superior: b=nt

e Numero de subintervalos: n=6
e Numero de decimales: 4

Paso 2: Célculo de la amplitud del subintervalo

A _b—a_n—O
‘11 n 6

ol X

Figura 8:

Area bajo la curva de f(x)=sin(x)
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x
L=

1.000 1 ,

0.866 :

] i ]
0.500 ;
i !
0.000 n + + - 5! ; >
0 5 3 7 T L n
X

Tabla 12:

Valores de f(x) = sin (x)en el intervalo [0, Tt] con n = 6 subintervalos

1 Xi f(x)

0 0 0.0000

1 i 0.5000
6

2 i 0.8660
3

3 “ 1.0000
2

4 21 0.8660
3

5 5t 0.5000

6
6 T 0.0000

Paso 3: Aplicacion de la férmula del trapecio compuesta

b A n—1 n—2
| edx =T o) + 4 Z f () +zzzf<xi)+f(xn)

impar par
7 4
f sinx dx ~ %[0.00 + 4(0.5000 + 1.0000 + 0.5000) + 2(0.8660 + 0.8660)
0

+0.00]

T
f sinx dx =~ 2.0008
0
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Célculo del error
Informacion

e f(x)=sinx

o ™M (x)=sinx

e Limite inferior: a=0
e Limite superior: b=nt

n

b — 5
R=-C N o
i=1

Para n=4

Tabla 13
fW(&), donde ¢; es el punto medio de cada intervalo

i Si YD)

1 m 0.382683
8

A B 0.923880
8

g4 M 0.923880

8

A b 0.382683

8

F® (&) = (0.382683) + (0.923880) + (0.923880) + (0.382683)

4

=1
4
Zf(“) OB2613126
i=1
o ad LIl D 2.613126 = —0.004338
LNIEL R 1 PEK
Para n=6
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f® (&), & donde es el punto medio de cada intervalo

6
z f® (&) = (0.258819) + (0.707107) + (0.965926) + (0.965926)

=1

+ (0.707107) + (0.258819)
6
Zf(“) (&) = 3.863704
i=1
(m - 0)°

W - 3.863704 = —0.000845

ET=

Andlisis y conclusiones del resultado

e Elsigno negativo en el resultado de ambos errores indica que el valor
aproximado del drea bajo la curva resulta mayor que la integral exacta, es
decir, la regla numérica produce una sobreestimacion.

e Cuando se aumenté el numero de intervalos se obtuvo una mejor
aproximacion al valor real y un menor error, dado que el error Er es
inversamente proporcional a la quinta potencia del numero de
subintervalos n.

Ejemplo 2
Estimacién de una integral no elemental

Aproximar el valor de la siguiente integral dada mediante la Regla de Simpson
1/3 con 6 subintervalos, redondeando los resultados a 6 decimales.

j —In(cos(x)) dx
0.25

Paso 1: Informacion del problema

e Funcién: f(x) = —In(cos(x))

e Limite inferior: a = 0.25

e Limite superior: b = 1

e Numero de subintervalos: n = 6
e Numero de decimales: 4

Paso 2: Célculo de la amplitud del subintervalo
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b—a 1-025

% " G 0.125
Figura 9:
Area bajo la curva de f(x)=-In(cosx)
=
0.6156 1
0.3124 1
0.1306 1
0.0316 : A -
0.00 0.r25 0.130 0.I75 l.bO
Tabla 14:
f(x) = —In(cos(x))
i Xi f(x)
0 0.2500 0.0316
1 0.3750 0.0720
2 0.5000 0.1306
3 0.6125 0.2006
4 0.7500 0.3124
5 0.8750 0.4447
6 1.0000 0.6156
b A n-1 n-—2
%
[rear=S|ran+4 Y f@+2) f e+ few
a i=1 i=2
impar par

3 0.125
j —In(cos(x)) dx = [0.00 + 4(0.0720 + 0.2006 + 0.4447)
0.25

2(0.1306 + 0.3124) + 0.6156]

i
_[ —In(cos(x)) dx = 0.1821
0.25
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Ejemplo 3
Estimacion del costo de los cables de un puente colgante
Contextualizacion del problema

En ingenieria civil, el disefio de infraestructuras como puentes colgantes implica
un analisis riguroso para garantizar la estabilidad, resistencia y seguridad
estructural de las obras. En este tipo de estructuras, los cables que soportan el
tablero del puente —la plataforma por donde circulan peatones y vehiculos—
son componentes fundamentales, ya que deben resistir las cargas previstas sin
comprometer la integridad del sistema estructural. Para asegurar su correcto
dimensionamiento, es necesario modelar matematicamente la curvatura de los
cables y calcular con precision su longitud. Estos cdlculos no sélo garantizan la
seguridad del puente, sino que también permiten estimar los costos asociados a
los materiales necesarios para su construccion.

Descripcion y modelamiento del problema

La estudiante de Ingenieria Civil Laura Gomez, como parte de su proyecto de
grado, desarrolla un estudio sobre el diseno estructural de un puente colgante
rural que conectara los corregimientos de Puerto Mosquito y Bodega Central en
el departamento del Cesar. Una de las tareas fundamentales de su proyecto es
estimar la longitud de los cables necesarios para sostener el tablero del puente,
garantizando tanto su seguridad como su viabilidad econdémica.

Para lograr este objetivo, Laura debe modelar matematicamente la curvatura del
cable, la cual ha sido determinada como una pardbola que describe su forma
geométrica. Dicha funcién estd dada por:

i
f@) =22 +2

donde:

e X representa la posicion horizontal (en metros) a lo largo del tablero del
puente,
® y(x) es la altura del cable con respecto al nivel base del tablero (en metros).
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La distancia por evaluar esta entre los puntos x=0 y x=6 metros. Para calcular el
presupuesto, se necesita estimar la longitud real del cable en esta seccion.

La longitud de una curva definida por una funcion y=f(x) se determina con la
formula de longitud de arco:

b
sz J1+(f'(x))? dx

Pregunta problema

(Cudl es la longitud total aproximada del cable de suspension requerida,
incluyendo un 10% adicional como margen de seguridad para el empalme y
anclaje? Ademas, ;cudl seria el costo total de 6 tramos de dicho cable si el valor
por metro es de $250.000?

Requisitos o condiciones del problema

J Resolver la integral mediante el método de simpson 1/3.
. Dividir el intervalo en 6 subintervalos.
. Redondear los resultados a 4 cifras decimales.

Paso 1: Informacion del problema

e Funcién: L=f; 1+ (f'(x))? dx
e Limite inferior: a=0

e Limite superior: b=6

e Numero de subintervalos: n=6
e Numero de decimales: 4

o flx)=3x%+2

Solucion numérica

=o)L
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Longitud de la curva:

6 1 2 6 1
sz 1+(—x> dxzf 1+ —x2 dx
0 2 0 4

Paso 2: Calculo de la amplitud del subintervalo

.l 32346 Y | 1
45 AT11580%
Tabla 15
Vaalores de f (x)para el calculo de la longitud de curva
- 1 1 2
fx) = +Zx
i X; f(x)
0 0 1.0000
1 1 1.1180
2 2 1.4142
3 3 1.8028
4 4 2.2361
5 5 2.6926
6 6 3.1623
b Ax n—-1 n-2
[Fedx=F{rao+4 Y ran+2) £+ fom)
Z i=1 i=2
illnpar lpar

g ’ il 1.00
L= j 35 sz dx = 531 [1.00 + 4(1.1180 + 1.8028 + 2.6926)
0

2(1.4142 + 2.2361) + 3.1623]

6 ,
1
L =f 1 +Zx2 dx =~ 11.3055m
0

Para 6 tramos de cable con el 10% adicional se tiene:
L, = (11.3055m) - (1.1) - (6) ~ 74.6163 m
C = (74.6163) - (250000) = $ 18.654.075
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Andlisis y conclusiones de los resultados

Inicialmente en la solucion de este problema se hallo la derivada de la funcion de
la forma geométrica del cable, para poder reemplazarla en la féormula de la
distancia de una curva.

Seguidamente se calculd la integral con el método de Simpson 1/3 con seis (6)
subintervalos, redondeando los resultados a cuatro (4) decimales.

A esta distancia calculada se le adiciono el 10% como margen de seguridad exigido
por las condiciones del problema, dando un total de 74.6163 m para los 6 tramos,
y un costo total de 18.654.075

Ejemplo 4
Estimacion de la probabilidad de incumplimiento en el peso de productos
Contextualizacion del problema.

Una investigacion realizada por la Confederacion Colombiana de Consumidores
(CCC) ha descubierto que el peso real de los paquetes de aztucar de 5kg
comercializados en tiendas y supermercados del pais es inferior al peso oficial
declarado en el empaque, generando un posible incumplimiento y afectacion a los
consumidores.

Como no es viable pesar todos los paquetes existentes en los puntos de venta, la
CCC contratd un grupo experto en estadistica de la Universidad Popular del Cesar
seccional Aguachica, para determinar la cantidad de paquetes que no cumplen con
las especificaciones del peso.

Descripcion y modelamiento del problema

El grupo de estudio tomo una muestra aleatoria de 100 paquetes del producto para
analizarlos, y encontré que el comportamiento estadistico del peso sigue una
distribucion normal estandarizada.

Basado en esto decide utilizar la siguiente funcion para calcular la probabilidad de
que un paquete seleccionado al azar pese menos de 5kg.
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e
P(x) =05+ e 2% dx

1 0.8
Vano
Donde:

e La constante 0.5 representa la probabilidad acumulada hasta la media en
una distribucién normal simétrica.

e El valor 0.8 representa la desviacion estandar estandarizada (z=0.8) por
debajo de la media, correspondiente al peso de 5kg.

e La integral evalta la acumulacion de probabilidad desde la media hasta
dicho valor.

Pregunta problema

(Cudl es la probabilidad de que un paquete de aztcar vendido en un
supermercado pese menos de 5kg?

Requisitos o condiciones del problema

e Aplicar el método de integracion numérica de Simpson 1/3 para aproximar
el valor de la integral.

e Utilizar 8 subintervalos.

e Presentar el resultado con 4 cifras decimales.

Paso 1: Informacion del problema

e Funcién: P(x) = 0.5 + %foo's e dx
=

e Limite inferior: a=0

e Limite superior: b=0.8

e Numero de subintervalos: n=8

e Numero de decimales: 4

Solucion numérica

Paso 2: Célculo de la amplitud del subintervalo

b—a 08-0

Ax =
t n 8

= 0.10
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Tabla 16

Valores de la funcion gaussiana

1.2
) =e
i X f(x)
0 0.00 1.0000
1 0.10 0.9900
2 0.20 0.9608
3 0.30 0.9139
4 0.40 0.8521
5 0.50 0.7788
6 0.60 0.6977
7 0.70 0.6126
8 0.80 0.5273
b Ax|[ n—1 n—2 ]l
f f (x) dx ~ ?lf(xO) +4) fO)+2) f@x) +f(xn)J
a .i=1 i=2
impar par

0.8 1 0.10
= f e_fxz dx = 3% [1.00 + 4(0.9900 + 0.9139 + 0.7788 + 0.6126)
0

2(0.9608 + 0.8521 + 0.6977) + 0.5273]
[ = 0.6577

i
P(x)=05+—"1
(x) P

1
P(x) = 0.5+ —- (0.6577) = 0.7624
() Tz ( )

Andlisis y conclusiones de los resultados

e Para la solucion de este problema primero se calculo la integral definida
entre 0 y 0.8 que hace parte de la funcion de la probabilidad, mediante el
método de Simpson 1/3 usando un redondeo a cuatro (4) decimales y ocho
(8) subintervalos
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e Seguidamente se calculd la probabilidad con la funciéon dada obteniendo
un valor de 0.7624, es decir 76.24 %.

e Dadala probabilidad obtenida 76.24% se puede concluir que hay una alta
irregularidad en el proceso de pesado y empacado de los paquetes de

azucar.

3.7 Ejemplos Propuestos
Ejemplo 1

Considere la siguiente integral definida:

- 1
———
fox2+3x+2 }

1. Resuelva la integral de forma analitica.

2. Aproxime el valor de la integral utilizando el método de simpson 1/3 para
n=4 y n=6 subintervalos.

3. Calcule el error utilizando la férmula.

i NS
bl L —% B8 L dondeld € (a, b)

4. Utilice un redondeo de 4 decimales.
5. Analice el resultado: el error fue alto o bajo? ;Qué ocurre cuando se
aumento el nimero de subintervalos?

Ejemplo 2
Estimacion de una integral no elemental

Aproximar el valor de la siguiente integral dada mediante la Regla de Simpson
1/3 con 6 subintervalos, redondeando los resultados a 4 decimales.

i
f tan (x?) dx
0
Ejemplo 3

El Grupo de Investigacion en Procesamiento del Lenguaje Natural e Inteligencia
Artificial (GIPLIA) de la Universidad del Nuevo Sur (UNS) esta realizando un
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ejercicio de simulacion para evaluar el posible consumo econémico asociado al
desarrollo de una plataforma educativa que haga uso de APIs comerciales de
modelos de lenguaje LLM (Large Language Model).

Con el fin de estimar el costo acumulado por consumo de tokens, el grupo ha
recolectado datos simulados que representan el comportamiento esperado del
sistema a lo largo de una jornada de 8 horas de funcionamiento continuo.

El costo total acumulado en ddlares se modela mediante la siguiente integral:

tr
G =Va- N (t)dt

to
Donde:

e (C=Costo total en dolares (USD).

e k=0.0025 (USD/hora)

e N(t) = Tokens consumidos por hora.
e t=Tiempo (en horas).

Los datos contenidos en la siguiente tabla no provienen de un sistema en
produccion, sino de un ejercicio experimental que busca aproximar, de manera
razonable, la carga de trabajo que implicaria para la API de un proveedor LLM
en condiciones de uso académico.

Tabla 17

Tokens por hora simulados

Tiempo (h)  Tokens por hora
0 750

900

1100

1350

1500

1400

1200

950

800

00 NS U1 WDN
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1k Analice el problema presentado y proponga un titulo técnico adecuado
que refleje claramente su contexto, proposito y el drea de conocimiento al que

pertenece.

28 Desarrolle la solucion de este problema siguiendo la estructura:

. Contextualizacion del Problema.

J Descripcion y modelamiento del problema.

. Pregunta problema.

3. Estime mediante la regla de Simpson 1/3 la cantidad total de tokens

consumidos durante la prueba.

4. Calcule el costo total en pesos colombianos (COP) de los tokens utilizados
durante la jornada simulada.

O Explique brevemente: ;Por qué es importante que un grupo de
investigacion como GIPLIA tenga claridad sobre estos costos en proyectos que
dependen de servicios comerciales de APIs para modelos LLM?

Ejemplo 4

La empresa EnerBioTech S.A.S., dedicada a soluciones sostenibles para el sector
agroindustrial, se encuentra en proceso de definir qué sistema fotovoltaico
instalar para abastecer energéticamente su planta de procesamiento.

Tras evaluar propuestas comerciales, ha recibido dos ofertas distintas que deben
ser analizadas a nivel técnico y econdmico para tomar la mejor decision.

Informacion Técnica Suministrada por los Proveedores Empresa A Solucion:
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Panel Solar Fijo

La Empresa A ha suministrado dos modelos tedricos para representar el
comportamiento de la irradiancia solar a lo largo del dia. Estas funciones,
expresadas en unidades de W /m?, estan definidas para dos intervalos de tiempo
diferenciados. A continuacion, se describen las caracteristicas de cada modelo:

i, Primer intervalo: 5:00 a.m. — 11:00 a.m.
. Modelo matematico:

it
Ner= - si 2(—)
1(t) = 600 - sin 17

J Descripcion: Esta funcion modela el incremento progresivo de la
irradiancia solar desde el amanecer hasta el mediodia, reflejando el aumento
natural de la radiacion solar durante las primeras horas del dia.

24 Segundo intervalo: 11:00 a.m. — 5:00 p.m.

J Modelo matematico:
n(t —3)
I,(t) =300-(1+ cos (T)
J Descripcion: Esta funcion modela la disminucién progresiva de la

irradiancia solar a partir del mediodia, simulando el descenso de la radiacién
conforme avanza la tarde.

Empresa B

J Solucién: Panel Solar con Seguimiento Solar (Eje Unico)

La Empresa B ha entregado datos experimentales de irradiancia solar medidos
en campo de irradiancia solar a lo largo del dia, expresados en unidades de
W /m?. Dichos datos corresponden a un sistema de seguimiento solar de un solo
eje, disefiado para optimizar la captacion de radiacion durante todo el periodo
de exposicion solar.

Tabla 18
Irradiancia solar horaria

Hora Irradiancia
5:00 a.m. 0
6:00 a.m. 80
7:00 a.m. 150
8:00 a.m. 230
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Hora Irradiancia
9:00 a.m. 300
10:00 a.m. 360
11:00 a.m. 400
11:30 a.m. 420
12:00 p.m. 440
12:30 p.m. 460
Tabla 19
Irradiancia solar horaria
Hora Irradiancia
1:00 p.m. 480
1:30 p.m. 490
2:00 p.m. 495
2:30 p.m. 500
3:00 p.m. 480
3:30 p.m. 470
4:00 p.m. 460
4:30 p.m. 455
5:00 p.m. 450

Los datos reflejan las mediciones reales de irradiancia registradas por el sistema
de seguimiento solar durante la jornada de 5:00 am a 5:00 pm, evidenciando como
esta tecnologia optimiza la captacion de radiacion mediante el ajuste de la
orientacion del panel.

Solicitudes

La gerencia de la empresa solicita un informe técnico que permita fundamentar la
mejor eleccion a partir de un andlisis cuantitativo y cualitativo. Para esto el equipo
de ingenieros se dividird en dos subgrupos de trabajo, cada uno responsable de
analizar una de las dos propuestas tecnoldgicas presentadas por las empresas
proveedoras.

El trabajo debe desarrollarse de manera cooperativa bajo la siguiente estructura:

* Subgrupo 1: Analizara la propuesta de la Empresa A (Panel Solar Fijo).

* Subgrupo 2: Analizara la propuesta de la Empresa B (Panel Solar con
Seguimiento Solar).
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Cada subgrupo desarrollara de forma independiente las siguientes actividades:

1. Analizar el problema y proponer un titulo técnico adecuado que refleje su
contexto y su relacion con la evaluacion de sistemas de generacion de energia solar.
8 Desarrollar la solucion del problema siguiendo esta estructura:

* Contextualizacion del problema.

* Descripcion y modelamiento matematico que justifique el uso del método
asignado (integracion numérica).

¢ Formulacion de una pregunta problema clara y técnica.

3. Aplicar correctamente la Regla de Simpson 1/3 para estimar la energia
total generada (Wh/m?) por cada una de las propuestas, de acuerdo con la

informacidn suministrada.

4. Explicar brevemente las caracteristicas técnicas de la solucién asignada:

* Subgrupo 1: Describir las caracteristicas, ventajas y limitaciones del
sistema de panel solar fijo, en términos de eficiencia, costos y sostenibilidad.

® Subgrupo 2: Describir las caracteristicas, ventajas y limitaciones del
sistema de panel solar con seguimiento, resaltando su capacidad de optimizar la
captacion de energia a lo largo del dia.

5. Reflexionar y responder: ;Cémo contribuyen las soluciones de energia
fotovoltaica al desarrollo sostenible, la eficiencia energética y la reduccion de los
costos operativos en empresas agroindustriales? Fundamente su respuesta
considerando impactos ambientales, econémicos y tecnolédgicos.

Trabajo conjunto del grupo completo:

Comparar las energias aproximadas obtenidas para cada tecnologia y, de manera
consensuada, seleccionar la alternativa mas conveniente. Esta decision debe estar
fundamentada en criterios de eficiencia, simplicidad de operacion, sostenibilidad,
retorno de inversién y mayor aprovechamiento de la irradiacion solar. La eleccion
debe ser respaldada con evidencia numeérica, técnica y referencias pertinentes que
demuestren su viabilidad econdmica y técnica.

Entrega Final
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El grupo debera entregar un informe académico final, redactado de manera

profesional bajo normas APA. El informe debe incluir:

° Desarrollo completo de cada actividad asignada a los subgrupos.

. Comparacion y analisis conjunto de los resultados obtenidos.

. Argumentacion técnica y fundamentada de la eleccion del sistema
seleccionado.

. Inclusiéon de graficas, tablas y representaciones visuales que

respalden los analisis y resultados presentados.

. Elaboracion de una presentacion de diapositivas (slides) para la
sustentacion oral del proyecto, que sintetice de forma clara y profesional el

proceso, los resultados y la conclusion.

° Referencias bibliograficas actualizadas y pertinentes que respalden
las decisiones tomadas y los conceptos explicados
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Capitulo 4

Meétodo de Simpson 3/8

4.1. Fundamentos Teoricos

El método de Simpson 3/8 es una variacion del método de Simpson 1/3, que
utiliza tres subintervalos para ajustar un polinomio ctbico (polinomio de grado
3) sobre cada tramo. Aunque es menos comun que el método de simpson 1/3, es
muy util cuando el nimero de subintervalos no es divisible por 2 pero si por 3, o
cuando se desea mejorar la precision de la aproximacién en funciones mas

complejas.

4.2. Representacion Grafica y Formula
Figura 10

Descripcién Grifica del Método de Simpson 3/8.

Para aproximar la integral definida ff f (x) dx mediante el método de Simpson

3/8, se sustituye la funcion f(x) por un polinomio de tercer grado, ya que, como
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se observa en la grafica correspondiente, este método utiliza cuatro puntos

ajustados a un polinomio ctibico.

De aqui:

szabf(x)dxszfg,(x)dx

a

Considerando los puntos:

xO,X1=XO+h,x2 =x0+2h,X3=XO+3h
Haciendo a = xy, b = x3 y aplicando interpolacion de Lagrange para el polinomio

cuabico f_3 (x), se tiene que:

L a2l (S %2) Egs x3) (x = x0) (x — x2) (x — x3)
i f B O ) e = e S A
(x = x0) (x — x1) (x — x3) 63 7 2lCd 3 o€ g koY)
(2 = x0) (X2 — x1) (X2 — X3) /R (%3 — %0) (%3 — x1) (X3 — x2) f(x3)] 'y

El resultado de esta integral es:

b—a

I~ S’A?x [f (xo) +3f (x1) + 3f(xz) + f(x3)], siendo Ax = -

Esta es la tercera férmula de integracion cerrada de Newton-Cotes. Al igual que
el método de Simpson 1/3, esta también puede deducirse usando el polinomio de

Newton-Gregory.

Para llegar a la forma extendida, se requiere que el numero de subintervalos n
sea multiplo de 3, es decir, n=3m, lo que implica que hay m grupos de cuatro

puntos.
Denotando los nodos:

Xg, X1, X2,X3, ..., X

Para cada grupo (x3;, X3j41,X3j+2, X3j+3),, Se tiene que:
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X3j+3 3Ax
f(x)dx = T[f3j + 3f3j41 + 3f3j42 +f3j+3]

x3j

Sumando sobre j=0, ...,m-1, obtenemos:

b 3Ax ute
L f(x)dx = el Z f3j +3f3j41+ 3f3j42 +f3j+3]

Agrupando términos, se obtiene la formula compuesta del método de Simpson

3/8:

| - - ]
b
[ r s~ 2 ry + 3 D, fetz ) f(xl->+f(xn)J|

l i mod 3#0 i mod 3=0

Donde:

* f(x0)y f(x,) aparecen una sola vez
¢ Losnodos que no son multiplos de 3 (interiores) aparecen con peso 3.

* Losnodos interiores multiplos de 3 (excepto extremos) aparecen con peso

28

4.3. Error de Truncamiento

El error de truncamiento para el método de Simpson 3/8 viene dado por la

formula.

_ 3(b-a)° 1x
Et——W;;f@)(ﬁ)

30-a) )
Be=—2 Zﬂ )€
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donde f™(§,) es la cuarta derivada de la funcién evaluada en un punto &;,
localizado en el segmento i. Este resultado se simplifica al estimar la media o

valor promedio de la segunda derivada en todo el intervalo [a, b].

Como explican Chapra & Canale (2011), aunque la regla de Simpson 3/8 requiere
mas nodos por aplicacion que la 1/3, proporciona una alternativa mas precisa en
casos donde se dispone de un numero de subintervalos multiplo de 3, y su
formula de error demuestra que alcanza exactitud para funciones ctibicas a pesar

de integrar un polinomio de tercer grado.

4.4. Ventajas

* Proporciona mayor precision que el método del trapecio o incluso que
Simpson 1/3 en funciones que requieren un mejor ajuste ctibico.

* Es apropiado para integrales complejas, especialmente aquellas con
variaciones suaves y continuas, donde un polinomio de tercer grado se
ajusta mejor.

* Permite usarlo cuando el numero de subintervalos es multiplo de 3, lo que
ofrece mayor flexibilidad en ciertos problemas practicos.

¢ Tiene aplicaciones reales en areas cientificas, como:

o Anadlisis térmico
o (Cdlculo de carga eléctrica
o Modelos de propagacion en epidemiologia
o Ingenieria y dindmica de fluidos
* Su implementacién computacional es sencilla y se adapta bien a rutinas

de integracién numérica automatizadas.
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4.5. Desventajas

Requiere que el numero de subintervalos sea multiplo de 3, lo que limita
su uso en dominios arbitrarios.

Puede ser menos eficiente que Simpson 1/3 compuesto cuando se desea
cubrir un nimero mayor de subintervalos sin restriccion.

El error depende de la cuarta derivada de la funcién, por lo que, si esta es
muy variable o dificil de estimar, puede generar imprecisiones.

Si se aplica sobre funciones con cambios bruscos o discontinuidades,
pierde precision respecto a métodos adaptativos.

Aunque se basa en un polinomio cubico, no siempre mejora
significativamente el resultado comparado con métodos mas simples, pero

mas segmentados.

4.6. Ejemplos Resueltos

Ejemplo 1

Considere la siguiente integral definida:

1.8
f xe* dx
0

1. Resuelva la integral de forma analitica, utilizando la técnica de integracion
apropiada.

2. Aproxime el valor de la integral utilizando el método de simpson 3/8 para
n=3 y n=6 subintervalos.

3. Calcule el error del método de simpson 3/8 utilizando la féormula sugerida.

4. Utilice un redondeo de 4 decimales.

5. Analice el resultado: el error fue alto o bajo? ;Qué ocurre cuando se
aumento el niumero de subintervalos?

Solucion Analitica
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Figura 11

Avrea bajo la curva de f(x) = xe*

f(x)

10.89 A1

0.0 1.8

1.8
j xe*dx
0

fudv=uv—[vdu
w=rd 12T a1 =fdx
dvi= e i AR=lliE IR d e & VE 2%
1.8 1.8
J xexdx=[xex](1)'8—J e*dx = xe* —e*
0 0
1.8

1.8
f xexdxz[xex]és—f eldy= el et
0 0

18
f we ddu el = B4t 8
0
18
J xe*dx =[(1.8)el® —e'®] — [(0)e® — e°] = 4.8397 — (—1)
0

1.8
j xe*dx = 5.8397
0

Solucion Numeérica para n=3
Paso 1: Datos del problema

e Funcién: f(x) = xe*
e Limite inferior: a =0
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¢ Limite superior: b = 1.8
e Numero de subintervalos: n = 3

e Numero de decimales: 4

Paso 2: Célculo de la amplitud del subintervalo

b—a 18-0
Ax = = =0.6
n 3
Figura 12
Area bajo la curva de f(x) = xe*
E 4
¥ 10.889 - i
3.984 A !
1.093 A1 ' E
0.0 0?6 1?2 1.8
X
Tabla 20

Valores de f(x) = xe*en el intervalo [0, 1.8]

i X f(x)

0 0.0 0.0000
1 0.6 1.0933
2 1.2 3.9841
3 1.8 10.8894

b 3A n—1 n-3
[RECL R VENER Z f ) +2 ZS f () + f )

i=1,2(3) i=0(3)

18 3(0.60)
f xe* dx ~ ———=[0.0000 + 3(1.0933 + 3.9841) + 10.8894]
0
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1.8
f xe*dx ~ 5.8774
0

Solucion Numeérica para n=6

Paso 1: Datos del problema

Funcion: f(x) = xe*
Limite inferior: a = 0
Limite superior: b = 1.8

Numero de subintervalos: n = 6

Numero de decimales: 4

Paso 2: Calculo de la amplitud del subintervalo

b 5 et § RGN

Ax =

= =0.3

n 6

Figura 13

Area bajo la curva de f(x) = xe*

* 10.89 4

3.98

2.21

1.09 A1
0.40 A1

0.3 0.6 0.9 1.2 15

Tabla 21
Valores de f(x) = xe*en el intervalo [0, 1.8] con n = 6 subintervalos

Xi
0.0
0.3
0.6
0.9
12

B W N R O -

1.8

f(x)
0.0000
0.4050
1.0933
2.2136
3.9841
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i Xi f(xi)
5 1.5 6.7225
6 1.8 10.8894
b n-—1 n-3
3Ax
[ o=+ D f@+z Y fG+rw
¥ =1 =3
iEl,Zl(mod 3) i=0 (mod 3) J

L 3(0.30)
f xe* dx ~ ———=[0.0000 + 3(0.4050 + 1.0933 + 3.9841
0
+6.7225) + 2(2.2136) + 10.8894]

1.8
j xe*dx ~ 5.8423
0

Calculo del error

Informacion
* f(x)=xe*
o fM(x) =xe* + 4e*

* Limite inferior: a=0
¢ Limite superior: b=1.8

3(b-a)’

Para n=3
Tabla 22

F® (&), donde &es el punto medio de cada intervalo

i Si f®E)
1 0.3 5.8044
2 0.9 12.0521
3 ik’ 24.6493

3
Z F@ (&) = (5.8044) + (12.0521) + (24.6493)

=1
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3
Z F@ (&) = 42.5058
i=1

1B (Ceks 0)°

= - .425058 = —0.0413
i 80 - (3)¢

Para n=6

Tabla 23

f® (&) donde ¢es el punto medio de cada intervalo

i Si i2&)
1 0.15 4.8216
2 0.45 6.9790
3 0.75 10.0558
4 1.05 14.4311
5 155 20.6372
6 1.65 29.4194

6
Zﬂ‘*) (&) = (4.8216) + (6.9790) + (10.0558) + (14.4311) + (20.6372)

=1

+(29.4194)

6
Z F@ (&) = 86.3441
i=1
3(1.8 — 0)S

Ep = —————Z.86.3441 = —0.0013
1 80 - (6)°

El signo negativo en el resultado de ambos errores indica que el valor
aproximado del area bajo la curva resulta mayor que la integral exacta, es
decir, la regla numérica produce una sobreestimacion.

Cuando se aumentd el ntimero de intervalos se obtuvo una mejor
aproximacion al valor real y un menor error, dado que el error Er es
inversamente proporcional a la sexta potencia del ndmero de
subintervalos n.
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Ejemplo 2
Estimacion de una integral no elemental

Aproximar el valor de la siguiente integral dada mediante la Regla de Simpson
3/8 con 6 subintervalos, redondeando los resultados a 4 decimales.

T cosx
— dx
w il B
Z
Paso 1: Informacién del problema

COosx

e Funcion: f(x) = %
e Limite inferior: a = %

* Limite superior: b=mt

e Numero de subintervalos: n=6
e Numero de decimales: 4

Paso 2: Célculo de la amplitud del subintervalo

b m ==

—a -7 &
Ax = = = —
11T AITE

Figura 14:

Ccosx

Area bajo la curva de f(x) =

X

—

3
=

0.900

0.000

e e e B

NI =

—0.318 1

Tabla 24

cos (x)

Valores de f(x) = en el intervalo [%,n]

P
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i Xi f(xi)
0 5 0.9003
4
1 3 0.3248
g
2 i 0.0000
2
3 RY/4 -0.1949
g
4 3r -0.3001
T
5 7 -0.3361
8
6 11 -0.3183
b n—1 n-3
3Ax
[r@a=Flra+3 D f@+z Y fo)+ )|
a o= 5=
[ iEl,Zl(_rrllod 3) i=0 ér_ns;d 3) J

n
™ cosx 3(3)
L = dx ~ —2-[0.9003 + 3(0.3248 + 0.0000 + (0.3001)

+(—0.3361)) + 2((—0.1949)) + (—0.3183)]

T cosx

— dx =~ —0.1093
T ¥ ko
4

Ejemplo 3

Estimacion de Activacion y Control de Sobreajuste en Redes Neuronales
Artificiales

Contextualizacion del problema

En el disefio de redes neuronales artificiales, las capas ocultas juegan un papel
fundamental en la capacidad del modelo para aprender patrones complejos a
partir de los datos. Cada neurona en estas capas recibe entradas ponderadas y
aplica funciones de activacién que determinan su nivel de respuesta frente a los
estimulos. Durante el entrenamiento, es esencial monitorear cémo se comportan
estas activaciones para evaluar si el modelo estd generalizando correctamente o
si, por el contrario, esta aprendiendo de forma excesiva los datos de
entrenamiento (sobreajuste).
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Una forma de analizar el comportamiento colectivo de una capa oculta consiste
en estudiar la activacion acumulada de sus neuronas a lo largo de un intervalo
de tiempo o durante una serie de estimulos. Esta métrica proporciona una
estimacion de la carga funcional de la capa, permitiendo diagnosticar posibles

casos de activacion excesiva.

Al estimar esta activacion acumulada mediante métodos de integracion
numeérica, es posible tomar decisiones fundamentadas sobre estrategias de
regularizacion, como el uso del DropOut, que consiste en desactivar
aleatoriamente un porcentaje de neuronas durante el entrenamiento para mejorar
la generalizacion del modelo.

Descripcion y modelamiento del problema

En una red neuronal artificial entrenada para reconocer sefiales biomédicas, se
monitorea la respuesta (activacion) de la capa oculta durante un intervalo de
tiempo en el que recibe el conjunto de datos.

Para evaluar su comportamiento global durante una ventana de tiempo, es
necesario calcular la activacion acumulada, es decir, el drea bajo la curva de
activacion. La funcion A(t) describe la intensidad con la que las neuronas de la
capa oculta se activan frente a los estimulos recibidos.

A(t) = J:f <ﬁ cos (%)) dt

donde:

* A(t) representa la activacion instantdanea de la neurona (sin unidad),
* tesel tiempo en segundos, dentro del intervalo de analisis.

Al estimar esta activacion acumulada mediante métodos de integracion
numeérica, es posible tomar decisiones fundamentadas sobre estrategias de
regularizacion, como el uso del DropOut, que consiste en desactivar
aleatoriamente un porcentaje de neuronas durante el entrenamiento para mejorar
la generalizacion del modelo.
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Una vez calculada la activacion acumulada A de la capa oculta, se puede
determinar si es necesario aplicar DropOut para evitar el sobreajuste
(overfitting), y en qué proporcion. Para ello, se define la siguiente funciéon de
decision:

0% siA <2 (noserequiere DropOut)

20% si2<A<35

30% si3.5<A<5
40% s1tA=5

D(4) =

Pregunta problema

(Cual es la activacion acumulada aproximada del conjunto de neuronas que
conforman la capa oculta de la red neuronal artificial entre los segundos t=0 y
t=8?. Basado en la funcién de decision determine si es necesario utilizar la técnica

de regularizacion DropOut en qué porcentaje.
Paso 1: Informacién del problema
e Funcion: A(t) = ftf (; cos (5)) dt
L ti \1+e~05t 6
¢ Limite inferior: a=0
¢ Limite superior: b=9

e Numero de subintervalos: n=6
e Numero de decimales: 4

Solucion numeérica

Paso 2: Calculo de la amplitud del subintervalo

b—a 9-0
At = =—=1.50
n 6

Tabla 25:

Valores de f(t) = ﬁcos (2)
i X f(x)
0 0.00 0.5000
1 1.50 0.6581
2 3.00 0.7175
3 4.50 0.6619
4 6.00 0.5147
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i Xi f(xi)

5 7.50 0.3081

6 9.00 0.0700
b n-—1 n-3

3At
[roa~Flrem+s Y rw+z D fE+fE
3 =l i=3
l i=1,2 (mod 3) i=0 (mod 3) J

o 1 t 3(1.50)
A(t) = f T =08 (g) dt = =—2—[0.500 + 3(0.6581 + 0.7175 + 0.5147
0

+0.3081) + 2(0.6619) + 0.0700]

10 = [ (15razgspeos (£)) e = 7751
Yh o \T+e 05t \g 1)

Andlisis y Conclusiones de los Resultados

* Se calculo6 la activacion acumulada de las neuronas de la capa oculta
mediante el método de Simpson 3/8 para seis (6) subintervalos, obteniendo
un valor de 4.7751.

* Segln este valor de activacion acumulada y basado en la funcion de
decisién D(A), se debe aplicar la técnica DropOut con un apagado del 30%
de la cantidad de neuronas que conforman la capa oculta del modelo
neuronal para evitar el sobreajuste del aprendizaje.

Ejemplo 4
Estimacién de costos de fabricacion de un brazo robético
Contextualizacion del problema

En el desarrollo de sistemas robdticos industriales, el disefio de componentes
mecanicos no solo debe satisfacer criterios funcionales como resistencia y
movilidad, sino también optimizar aspectos relacionados con el uso de
materiales, el peso y la estética, buscando una fabricacion de prototipos eficientes
tanto en volumen como en costos.

Para mejorar el rendimiento del brazo robotico y reducir su peso sin
comprometer su rigidez estructural, los ingenieros han decidido fabricar una
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articulacion a partir del giro de una curva suave alrededor del eje x, generando
un solido de revolucion con un perfil ergondmico y aerodinamico.

Descripcion y modelamiento del problema

Durante la etapa de evaluacion de alternativas de disefio para un brazo robdtico
industrial, los estudiantes de la asignatura Modelamiento y Simulacién de la
Universidad Popular del Cesar, sede Aguachica proponen dos perfiles diferentes,
obtenidos mediante la rotacion de curvas alrededor del eje x. Esta operacion
genera sOlidos de revolucion cuya forma define el volumen total del material

necesario para su fabricacion.

Los perfiles a rotar y sus opciones de fabricacion estdn dados por:
Diserio A:
5 . X\ ,—0.15x
e Curva: fy(x) = 2 + cos (T) e

* Material: PLA reciclado
e Costo del material y fabricacion: $25.000 COP/m3

Disetio B:

o} 1Gurya: ()= IneEeEy eps &
e Material: Aluminio anodizado
* Costo del material y fabricacion: $103.000 COP/m3

La forma del brazo se genera al rotar cada curva alrededor del eje x, , lo que
permite calcular el volumen mediante:

b
= nf [ f(x)]?dx

Pregunta problema

e ;Cudl es el volumen aproximado del segmento del brazo roboético para
cada disefio, si se considera una longitud de 4 m?
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e ;Cual opcidn representa un menor costo total basado en el precio del
material y el proceso de fabricacion?
¢ ;Cuadl es el costo de fabricacion de 5 unidades con el disefio elegido?

Requisitos o condiciones del problema

* Resolver cada integral mediante el método de Simpson 3/8 para 6
subintervalos redondeando los resultados a 4 cifras decimales.
¢ Adicionar un 5% de volumen extra por pérdidas de material.

Solucion Numérica
Diseno A

Paso 1: Informacion del problema

Funcién: V =« [7[ f(x)]?dx

Limite inferior: a=0

Limite superior: b=4

Numero de subintervalos: n=6

Numero de decimales: 4

Paso 2: Calculo de la amplitud del subintervalo

b—a 4-0
At = =——=0.6667
n 6

o X
78 = nJ [cos(—)e 0152 dx
! (4 )
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Tabla 26

Valores de fy(x)=m [2 + cos (”4—") e—O-lsxr

i Xi f(x)

0 0.0000 28.2743

1 0.6667 24.3423

2 1.3334 18.2365

3 2.0001 12.5656

4 2.6668 8.7070

5 3.3335 6.8322

6 4.0000 6.6160
b 3Axr n-—1 n-3 ]
Lf(x) dxz7|f<xo)+3 DRI RN GO
iEl,Zl(=7r1Lod 3) i=0 (lr=n?)d 3) J

41 Ny 2 RS 3(0.6667)
V, = nj [ cos (T) e~0I¥]2 iy ~ = [28.2743 + 3(24.3423 + 18.2365 + 8.7070
0

+6.8322) + 2(12.5656) + 6.6160]
V, = 58.5968 mt3

Adicionando un 5% segun las condiciones del problema:

V, = 58.5968(1 + 0.05) = 61.5266 mt>

El costo de fabricacion por unidad es:

C, = (61.5266m?)(25000 COP/m3) = 1.538.166 COP

Diseno B
Paso 1: Informacion del problema

e Funcién: V = [ f(x)]?dx

e Limite inferior: a=0

¢ Limite superior: b=4

e Numero de subintervalos: n=6

INTEGRACION NUMERICA CON APRENDIZAJE BASADO EN PROBLEMAS: teoria, ejercicios y aplicaciones en ingenieria



https://doi.org/10.62486/978-628-97230-0-7

e Numero de decimales: 4

Paso 2: Célculo de la amplitud del subintervalo

b—a 4-0
=—=0.6667

At =
n 6

4
Vg = nf [In(x? + 1) - e %2¥]2 dx
0

Tabla 27

Valores de fp(x) = m[ln(x? + 1) - e7*#]?

i %, £
0 0.0000 0.0000
1 0.6667 0.3254
2 1.3334 1.9239
3 2.0001 3.6567
4 2.6668 4.7375
5 3.3335 5.1514

b 3Ax n—-1 n-3
]a f () dx = == o) + 3 Z £t +2 Z £ () + £ ()
iEl,Zl(zrrtod 3) i=0 (l:i)d 3)

3(0.6667)
i 8
+5.1514) + 2(3.6567) + 5.0914]

4
Vg = nf [In(x2 + 1) - e~%2%]2 dx [0.00 + 3(0.3254 + 1.9239 + 4.7375
0

Vg = 12.2055 mt3

Adicionando un 5% segun las condiciones del problema:
Vg = 12.2055(1 + 0.05) = 12.8158 m¢>
El costo de fabricacion por unidad es:

Cp = (12.8158 m3)(103000 COP/m3) = 1.320.027 COP
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Analisis y conclusiones de los resultados

* Se calcul6 el volumen de manera independiente para cada disefio
mediante el método de Simpson 3/8 para seis (6) subintervalos, y a estos
resultados se les adiciono el 5% extra sugerido por pérdidas de material
en el proceso de fabricacion.

* Para el disefio A se obtuvo un costo de 1.538.166 COP y para el disefio B
de 1.320.027 COP, por lo cual se decide fabricar el brazo robotico con el
material aluminio anodizado.

* El costo de fabricacion de 5 unidades del disefio B es de 6.600.135 COP.

4.7. Ejemplos Propuestos
Ejemplo 1

Considere la siguiente integral definida:

3.6
j e* sinx dx
0

1. Resuelva laintegral de forma analitica, utilizando la técnica de integracion
apropiada.

2. Aproxime el valor de la integral utilizando el método de simpson 3/8para
n=3 y n=6 subintervalos.

3. Calcule el error del método de simpson 3/8 utilizando la formula sugerida.

4. Utilice un redondeo de 4 decimales.

5. Analice el resultado: el error fue alto o bajo? ;Qué ocurre cuando se

aumento el nimero de subintervalos?

Ejemplo 2
Estimacion de una integral no elemental
Aproximar el valor de la siguiente integral dada mediante la Regla de Simpson

3/8 con 6 subintervalos, redondeando los resultados a 4 decimales.
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In2
f sin (Inx) dx
0

Ejemplo 3

El Semillero de Investigacion en Aprendizaje Automatico y Modelos Predictivos
(SIAMP) de la Universidad Provincial del Oriente (UPO) esta realizando un
ejercicio de simulacion para evaluar el rendimiento acumulado de un modelo de
clasificacion basado en redes neuronales, el cual se ha desarrollado como parte

de una plataforma de apoyo al diagnostico médico.

El rendimiento del modelo, medido como precision (accuracy), varia en funcion
del umbral de decision aplicado a la probabilidad de clasificacion positiva. Con
el fin de analizar el comportamiento acumulado de la precisién a lo largo de
distintos umbrales, el grupo ha recolectado datos simulados que representan la

precision obtenida para umbrales comprendidos entre 0.1 y 0.7.

La precision total acumulada se modela mediante la siguiente integral:

tf
P = j Acc(t)dt
t

0

Donde:
. Pwai= Precision acumulada (unidades arbitrarias).
e  Acc(t) = Precision del modelo en funcién del umbral t.

. t = Umbral de decision (escala de 0 a 1).

Los datos contenidos en la siguiente tabla no provienen de un sistema en
produccion, sino de un ejercicio experimental que busca aproximar, de manera
razonable, el comportamiento esperado del modelo para diferentes

configuraciones de umbral.
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Tabla 28

Simulacion del comportamiento de la precision en funcion del umbral

Umbral (t) Precision Acc(t)

0.1 0.80
0.2 0.85
0.3 0.88
0.4 091
0.5 0.90
0.6 0.87
0.7 0.83
1. Analice el problema presentado y proponga un titulo técnico adecuado

que refleje claramente su contexto, propdsito y el drea de conocimiento al que

pertenece.
P Desarrolle la solucién de este problema siguiendo la estructura:
. Contextualizacion del problema.
. Descripcion y modelamiento del problema.
o Pregunta problema.
3. Estime mediante la regla de Simpson 3/8 la precision acumulada del

modelo durante el intervalo de umbrales evaluado.

4. Explique brevemente:
. (Qué es el umbral de decision en un modelo de clasificacion basado
en redes neuronales?
. (Por qué es importante analizar el rendimiento del modelo en
funcion de diferentes umbrales y no limitarse a uno solo?
. ¢La precision (accuracy) es la tinica métrica adecuada para evaluar

modelos de clasificacion? Justifique su respuesta y mencione otras

métricas que considere relevantes.
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Ejemplo 4

El sector financiero ha convocado a dos empresas especializadas en inteligencia
artificial para demostrar la capacidad de sus modelos de clasificacion en la
deteccion temprana de fraudes bancarios. Ambas buscan ganar un contrato

estratégico para implementar su solucion a nivel nacional.

La institucion financiera otorgara el contrato a la empresa que logre demostrar,
con evidencia matematica y técnica, la mayor capacidad de deteccion sostenida

(Recall acumulado) a lo largo del tiempo.

. Empresa A: Se ha enfocado en el desarrollo de modelos de Deep
Learning basados en funciones de activaciéon ReLU en sus capas ocultas,
priorizando la eficiencia y la rapidez de entrenamiento. Esta empresa
presenta sus resultados de clasificacion directamente a través de cifras
tabuladas que muestran el total de TP, FN, FP y TN en cada fase de prueba.
o Empresa B: Su enfoque ha sido el uso de Deep Learning con
funciones de activacion tanh en sus capas ocultas, buscando mejorar la
capacidad del modelo para manejar patrones no lineales y distribuciones
complejas. Como evidencia, entrega las matrices de confusion acumuladas
a lo largo de las fases, mostrando visualmente el rendimiento de su
sistema en la deteccion de fraudes.

Resumen de Informacion Entregada

. Empresa A: Proporciona los siguientes datos numéricos por

intervalos acumulados (en miles).
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Tabla 29

Rendimiento acumulado por intervalo de datos

Datos (x1000) TP FN FP TN
0 0 4 %0 0
0.5 150 50 50 250
1.0 300 100 100 500
1.5 450 150 150 750
2.5 750 250 250 1250
3.5 1050 350 350 1750
45 1350 450 450 2250
5.5 1650 550 550 2750
6.5 1950 650 650 3250
7.5 3450 300 150 3600

e Empresa B: Presenta sus resultados a través de imdgenes de

matrices de confusion acumuladas.
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Figura 15:

Evolucion de la Matriz de Confusion por Conjunto de Datos (Empresa B)
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3 5 &
o i) ___7 — 600
: 204 2 00
i 225 i o
E 100 p: 200
Pred. No Fraude Pred. Fraude Pred. No Fraude Pred. Fraude
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(c) conjunto de 3750 datos. (d) conjunto de 5000 datos.
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(&) conjunto de 6250 datos. (f) conjunto de 7500 datos.

Descargar las imagenes ampliadas de las matrices de confusion del Ejercicio
Propuesto 4 (Empresa B) en la siguiente QuEl:
https://github.com/carlosandrestamayo/anexos-libro-integracion-numerica-

ABP/blob/main/imagenes/matrices%20de%20confusion%20ejercicio%20propue

5t0%204%20capitulo%204%20simpson%203-8.pdf
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Solicitudes

En este ejercicio académico, dos grupos de estudiantes representan a las
empresas en competencia. Como parte del compromiso por fomentar la
participacion femenina en las dreas STEM, cada equipo es liderado por una
estudiante del curso. Esta dindmica busca fortalecer las habilidades de liderazgo,
trabajo colaborativo, argumentacion técnica y comunicacion cientifica entre los

participantes.

El Departamento de Seguridad Informatica de la institucion financiera solicita un
informe técnico que permita fundamentar la mejor eleccion a partir de un analisis
cuantitativo y cualitativo. Para esto, cada equipo representa a una empresa
distinta, defendiendo su propuesta tecnoldgica con base en los resultados

entregados.

° Empresa A: Presentard su analisis de los datos entregados (TP, FN,
FP, TN) a partir del modelo basado en ReLU.
J Empresa B: Presentard su andlisis de las matrices de confusion

acumuladas del modelo basado en tanh.
Cada empresa desarrollard de forma independiente las siguientes actividades:
it Analizar el problema y proponer un titulo técnico adecuado que refleje su
contexto y su relacion con la evaluacidon de sistemas de deteccion de fraudes
bancarios mediante Deep Learning.
P Desarrollar la solucion del problema siguiendo esta estructura:

. Contextualizacion del problema.
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. Descripcion y modelamiento matematico que justifique el uso del método
asignado (calculo de Recall acumulado e integracion numérica).

J Formulacion de una pregunta problema clara y técnica.

3. Aplicar correctamente la Regla de Simpson 3/8 para estimar el Recall
acumulado (%) por cada una de las propuestas, de acuerdo con la informaciéon

suministrada.

4. Explicar de forma clara y precisa los conceptos fundamentales
relacionados con los modelos de clasificacion en inteligencia artificial:

J Significado de TP (True Positives), FP (False Positives), TN (True
Negatives) y FN (False Negatives), y su representacion en la matriz de confusion.
. Definicion, propdsito y relevancia del Recall como métrica de evaluacion.
. Estructura de una red neuronal completamente conectada (fully
connected) y la funciéon de cada una de sus capas: entrada, ocultas y salida.

. Funcion de activacion: qué es y cudl es su propdsito en el aprendizaje de

redes neuronales.

3 Explicar brevemente las caracteristicas técnicas de la solucidn asignada:

J Empresa A: Describir las caracteristicas, ventajas y limitaciones del uso de
redes neuronales y funcion de activacion ReLU en modelos de clasificacion para
problemas de deteccion de fraude.

. Empresa B: Describir las caracteristicas, ventajas y limitaciones del uso de
redes neuronales y funcion de activacion tanh en modelos de clasificacion para
problemas de deteccion de fraude.

6. Reflexionar y responder: ;Como contribuyen las soluciones de clasificacion
basadas en Deep Learning a la mejora de la deteccion de fraudes financieros y a
la proteccion de los sistemas bancarios? Fundamente su respuesta considerando

impactos técnicos, economicos y sociales.
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Entrega Final

Cada equipo deberd entregar un informe académico final, redactado de manera

profesional bajo normas APA.

El informe debe incluir:

. Desarrollo completo de cada actividad asignada.

. Andlisis individual y detallado de los resultados obtenidos por cada
empresa.

. Presentar una defensa técnica y argumentada que sustente la

superioridad de su modelo de clasificacion, destacando sus ventajas y

aportes frente a la propuesta rival.

. Inclusiéon de graficas, tablas y representaciones visuales que

respalden los analisis y resultados presentados.

. Elaboracion de una presentacion de diapositivas (slides) para la
sustentacion oral del proyecto, que sintetice de forma clara y profesional

el proceso, los resultados y la conclusion.

° Referencias bibliograficas actualizadas y pertinentes que respalden

las decisiones tomadas y los conceptos explicados.
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Capitulo 5
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Método de Romberg

5.1. Fundamentos Tedricos

La integracion de Romberg es una de las técnicas mas eficaces para aproximar
integrales definidas ya que combina la regla del trapecio con la extrapolacion de

Richardson haciendo que la convergencia sea mas rapida.

La idea fundamental consiste en aplicar el método del trapecio con distintos
tamanos de paso Ax, y luego combinar esos resultados usando férmulas que
eliminan progresivamente los términos de error, generando asi mejores

aproximaciones de la integral.

5.2. Extrapolacion de Richardson

Como se sabe, el error en la regla del trapecio es directamente proporcional a h?

y viene dada por la expresion:

b—a

E(h) = ———h2f"(), € [a,b]

Cambiar esto

© |

g . / ~ h h .
Lo que indica que al usar pesos cada vez mas pequefios (h, 7, 7, 7), se obtienen

aproximaciones con errores cada vez menores. Pero en vez de seguir reduciendo
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estos pasos, la integracion de Romberg utiliza la extrapolacion de Richardson
para eliminar el término dominante del error. Dicha formula viene dada por la
expresion:

Ry j1— Rg_q,j-1

Rk,jsz,j—l-I_ 41_1

5.3. Formulacion y Tabla Triangular

Para cada aproximacion de la regla del trapecio compuesta con paso h, se tiene

que:

Ryo=1+ChZ+Dhi+0(%)

donde:

e lesel valor de la integral exacta.

e CyD son constantes desconocidas.

de aqui que para:

o k=0->hy=b—a

e k=1-h =2

=
ST N
Q Q

L] k=2_)h2=

. k=3—>h3=%“

Si lo que se quiere es cancelar el término ChZ, tomamos para ellos dos

aproximaciones:

A=Ryo=1+ChZ+Dhj+ -
B =Ry 10=1+C(2hx)*+ D(2h)* + -

Como se observa (2h;)? = 4h2 Entonces:
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B =1+ 4Chi + 16Dhj + -

Buscamos la combinacion lineal de la forma:
R=aA— BB

Se quiere que:

R=[+"(términos de orden superior)"

es decir:

a Chz — B(4Chz) =0
Lo que da la relacion:
a—4f=0->a=4p
Ponderando de forma que el coeficiente de I sea a-p=3, dividimos entre 3 y

obtenemos:

R_4A—B
BLIE

(Primer nivel de extrapolacion 6 Ry ;)

En general, para cualquier nivel j, tenemos que:

Ao el

Si duplicamos el paso hy — 2hy, el error se duplica, es decir 2%/, obteniendo:

Ri-1jo1 =1+ G2 + -

Resolviendo, se obtiene:

Rk—l,j—l = I + C}Zz]h]%} + " o

, . 27 2
Para el término C;h;’, combinamos para obtener:

Al EARL ) IR 1 A
11 LR
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Como 2% = 4/, nos queda:

AR 4Ry 1 — Ry—1j1
T 45 —1

o bien

Ry j1— Rr_1,j-1
47 —1

Rk,j - Rk,j—l +

Interpretacion paso a paso del Método de Romberg
Primera columna (j=1)

Estas son las aproximaciones obtenidas aplicando la regla del trapecio compuesta

con diferentes niumeros de subintervalos:

Rys = 5 [f(@) + F)

RZl:%:R11+h'f(a+—)]

R31:%_R21 +§'<f(a+%>+f(a+%)>

R41=% R31+%-(f(a+g)+f<a+%)+f<a+%)+f(a+%‘>>]

Segunda columna (j=2) Primera extrapolacion de Richardson:

Ri1— Rk—11

Ry, =Ryq + 3
Ry;1—Ryy

Ry =Ryq + 3
R3;1— R34

R3; =R3; + 3
Ry1 — R34

Rys = Ryq + 3
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Tercera columna (j=3) Segunda extrapolacion de Richardson:

Rk,Z F Rk—1,2

Rys = Ry, + 1t
R3,2 . Rz,z
R3,3 T R3,2 + T
R4,2 n R3,2
R4,3 = R4,2 + T

Cuarta columna (j=4) Tercera extrapolacion de Richardson:

R4-,3 i1 3 R3,3

Rys =Ryz+
4,4 4,3 63

Resumen en forma de tabla triangular
Tabla 30

Tabla triangular de Ry ;

k j=1 j=2 j=3 j=4
1 Ry 4

2 Ra1 Rz

3 R3, R3, R33

g5 RS R4y R4z Ry

5.4. Error de Truncamiento

Para calcular el error en la integracién de Romberg no se conoce una féormula
cerrada simple que genere el error exacto, tal como sucede con la regla del
trapecio o los métodos de Simpson, cuyas expresiones dependen de derivadas en

un punto intermedio o del valor maximo de la derivada en el intervalo [a,b].

Lo anterior se debe a que en la integracion de Romberg ocurre:
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e C(Cada paso de extrapolacion cancela los términos dominantes del error
(Burden, 2011).
e Elerrorresidual depende de derivadas de orden mas alto y constantes que

no se conocen explicitamente.

Lo que si se puede es estimar el error comparando dos niveles sucesivos de

extrapolacion. Asi:

E, = |Ryj — Rk_1,j—1

Férmula que indica cudnto ha cambiado la aproximacion al aumentar el

refinamiento y la extrapolacion.

5.5. Ventajas

e Permite obtener resultados de alta precision en la integracion numérica
mediante la extrapolacion sucesiva.

e El método reduce considerablemente el error en cada nivel, pasando de
orden 0(h?) a 0(h*), 0(h®), etc.

o Utiliza de forma eficiente las aproximaciones previas del método del
trapecio, evitando calculos repetitivos.

e Esadecuado para funciones continuas y suaves, y puede ser muy efectivo

incluso con pocas subdivisiones.

5.6 Desventajas

e Requiere cdlculos adicionales para cada nivel de extrapolacion, lo que
aumenta la complejidad respecto a métodos basicos.
e No es eficiente si la funcion presenta discontinuidades, cambios bruscos o

irregularidades.
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e Puede volverse inestable o inutil si no se respetan correctamente los
refinamientos de los subintervalos.
e Sise aplica de forma innecesaria en problemas simples, puede implicar un

gasto computacional mayor sin justificacion.

5.7. Ejemplos Resueltos
Ejemplo 1

Considere la siguiente integral definida:

:
j (x3+x—1)dx
1

J Resuelva la integral de forma analitica.
J Aproxime el valor de la integral utilizando el método de Romberg hasta
un nivel de refinamiento 3, es decir, calcule el valor de Ry 4.

J Estime el error aproximado entre niveles sucesivos, utilizando la férmula:

Ee = |Ry,j — Rg—1,j-1l

Para esto, calcule:
e Elerror entre R, 4 y su anterior Rj 3.

e Elerror entre R 3 y su anterior R, ,.

Utilice un redondeo de 4 decimales.

Analice los resultados obtenidos: ;El error entre niveles sucesivos fue alto o bajo?
(Qué comportamiento observa al aumentar progresivamente el nimero de
subintervalos? Explique su respuesta a partir de la teoria del método de
Romberg, teniendo en cuenta el propodsito de la extrapolacion para mejorar la
precision de la aproximacion.
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Solucion Analitica
Figura 16

Avrea bajo la curvade f(x) =x> +x— 1

2

fz 15 1d—[14+12 ]
1(x x—1)dx = 2* tox x1

¢ 1 il 1 1 1
[ +x-nar=[;@* +5@°- @] - [ +302- 0] =4-=p

2
f (x3+x—1)dx =4.25
1

Nivel de Refinamiento n=3
Paso 1: Informacién del problema

e Funcién: f(x) =x3+x—1
e Limite inferior: a=1
e Limite superior: b=2

e Numero de decimales: 6

Paso 2: Calculo de la amplitud del subintervalo.
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Figura 17

Avrea bajo la curvade f(x) = x> +x—1

—_
<
L~y

9.000 1 /

6.109 1

3.875 1

2.203 1
1.000 A

2.00

e 2 LS SRR,
TR
Tabla 31
Valores de f(x) = x3+x — 1
i X; f(x)
0 1.000000 1.000000
1 1.125000 1.548828
2 1.250000 2.203125
3 1.375000 2.974609
4 1.500000 3.875000
5 1.625000 4916016
6 1.750000 6.109375
7 1.875000 7.466797
8 2.000000 9.000000
h=b—a=2-1=1
1
Ry = > [9.000000 + 1.000000] = 5.000000
1
Ry, = > [5.000000 + (1) - 3.875000] = 4.437500
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1 1
R;, = > [4.437500 o 3 [2.203125 4 6.109375] | = 4.296875

il il
Ry, = > [4.296875 S N [1.548828 + 2.974609 + 4.916016 + 7.466797]

=4.261719

4437500 — 5.00000
R,, = 4.437500 + 3 = 4.250000

4.296875 — 4.437500

R;, = 4.296875 + 3 = 4.250000

4.261719 — 4.296875

Ry, = 4261719 + 3 = 4.250000

4.2500 — 4.2500
R3’3 - 4‘.2500 + 15 - 4‘-2500

4.2500 — 4.2500
Rys = 4.2500 + > = 4.2500

4.2500 — 4.2500
R4_’4_ - 4‘.2500 + 63 = 4‘-2500

Ejemplo 2
Estimacion de una integral no elemental

Aproxime el valor de la siguiente integral utilizando el método de Romberg hasta

obtener R, ,. Redondee todos los resultados intermedios y finales a 6 decimales

JZ dx
0o Vx2+4

Figura 18:

il

Vx2+4

Area bajo la curva de f(x) =
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g N
0.500 4
0.353 1
0.00 025 050 075 1.00 125 150 1.75 2.00 i
X
Tabla 31
Valores de :f (x) = \/ﬁ
i X fi(x)
0 0.0000 0.5000
1 0.2500 0.4961
2 0.5000 0.4851
3 0.7500 0.4682
4 1.0000 0.4472
5 1.2500 0.4240
6 1.5000 0.4000
7 1.7500 0.3763
8 2.0000 0.3536

h=b—a=2-0=2

2
Ry =5[0.5000 +0.3536] = 0.8536

Ry, = =[0.8536 + (2) - 0.4472] = 0.8740

N| =

il 2
R;, = > [0.874-0 + 5 [0.4851 + 0.4000]] = 0.8796

1 2
Ry, = > [0.8796 i ril [0.4961 + 0.4682 + 0.4240 + O.3763]l = 0.8810
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0.8740 — 0.8536

R,, = 0.8740 + : = 0.8808
0.8796 — 0.8740
Ry, = 0.8796 + : = 0.8815
0.8810 — 0.8796
R,, = 0.8810 + : = 0.8815
0.8815 — 0.8808
Ry5 = 0.8815 + = 0.8815
' 15
0.8815 — 0.8815
R,; = 0.8815 + = 0.8815
' 15
0.8815 — 0.8815
R,, = 0.8815 + - = 0.8815

Ejemplo 3

Evaluacion energética de un servidor y seleccion oOptima de sistema de

refrigeracion
Contextualizacion del problema

Los centros de datos modernos albergan servidores de alto rendimiento que
operan de forma continua procesando grandes voliimenes de informacion. Estos
equipos, al realizar operaciones complejas y simultaneas, generan una cantidad
considerable de energia térmica que debe ser gestionada eficazmente para evitar
sobrecalentamientos, fallos del sistema y reduccion de la vida util de los

componentes electronicos.

Para garantizar la estabilidad del sistema y evitar interrupciones en los servicios,
se hace necesario implementar un sistema de refrigeracion capaz de disipar

eficientemente el calor generado.

Descripcion y modelamiento del problema
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En el centro de datos de la Universidad Popular del Cesar, se estan evaluando las
condiciones térmicas del servidor principal que opera con trafico intenso en
ciertas horas del dia. Para garantizar su correcto funcionamiento, se requiere
conocer cudnta energia se convierte en calor durante una jornada de 10 minutos
de maxima carga, con el fin de determinar el sistema de refrigeraciéon mas

adecuado.

El equipo de ingenieros encargados de esta tarea debe seleccionar entre dos
opciones, teniendo en cuenta factores como la capacidad de extraccion de calor,

los costos y la temperatura ambiente.

Sistema A: Ventilacion por aire forzada

. Capacidad maxima de extraccion térmica: 86.000] cada 10 min
J Costo de instalacion: 1.300.000 COP

. Mantenimiento semestral: 650.000 COP

. Desempeno disminuye un 20% si la temperatura ambiente supera los 30°C

Sistema B: Refrigeracion liquida

. Capacidad maxima de extraccion térmica: 100.000] cada 10 min

. Costo de instalacion: 3.850.000 COP

. Mantenimiento semestral: 1.000.000 COP

o Funciona con eficiencia constante sin importar la temperatura ambiente

La potencia que consume el servidor (en watts) estd modelada por la funcion:
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it
P(t) = 180 + 40t - e~ %3t + 25cos <?>

donde t es el tiempo en minutos.

La energia total consumida en Julios en ese intervalo esta dada por:

10

oRe=Th f P(£) dt

0

El 65% de la energia total (Q.otal) se convierte en calor que debe ser extraido por

el sistema de refrigeracion:

Qcalor = 0.65 - Qtotal

Pregunta problema

1. ;Cudl es la energia caldrica generada por el servidor durante los 10
minutos?

2. ;Cudl seria la capacidad real del sistema A si se considera el efecto del
clima?

3. ;Qué sistema de refrigeracion es mas adecuado técnicamente y calcule su

costo de instalacion y mantenimiento para un afio?

Requisitos o condiciones del problema

e Resolver la integral utilizando el método de Romberg para n=8
subintervalos.
e Presentar los resultados utilizando un redondeo con 4 cifras decimales.

e Justificar la eleccion del sistema con base en los tres criterios.

Paso 1: Informacion del problema
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e Funcién: P(t) = 180 + 40t - e3¢ + 25co0s (%)
e Limite inferior: a=0

e Limite superior: b=10

e Numero de subintervalos: n=8

e Numero de decimales: 4

e Temperatura ambiente promedio de Valledupar es de 32°C

Paso 2: Célculo de la amplitud del subintervalo

b—a 10-0
n 8

Tabla 32

Valores de P(t) = 180 + 40t - e %3t + 25cos (n?t)

i t; P(t;)

0 0.0000 205.0000
1 1.2500 232.0421
2 2.5000 227.2367
3 3.7500 211.0202
4 5.0000 199.6260
5 6.2500 200.6611
6 7.5000 211.6198
7 8.7500 223.0316
8 10.0000 2249148

h=b—-—a=10-0=10

10
R, = Bl [205.00 + 224.9148] = 2149.5740

R,. = =[2149.5740 + (10) - 199.6260] = 2072.9170

N| =

1 10
R;;, = > 2072.9170 + 0 [227.2367 + 211.6198]| = 2133.7248
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1 10
Ry, = > 2133.7248 + vl [232.0421 + 211.0202 + 200.6611 + 223.0316]

= 2150.2435
2072.9170 — 2149.5740

Ry, = 2072.9170 + e = 2047.3647
2133.7248 — 2072.9170

Ry, = 2133.7248 + : = 2153.9940
2150.2435 — 2133.7248

R,, = 2150.2435 + : = 2155.7497
2153.9940 — 2047.3647

Ry 5 = 2153.9940 + T =2161.1026
2155.7497 — 2153.9940

R, = 2155.7497 + = = 2155.8668
2155.8668 — 2161.1026

R,, = 2155.8668 + et = 2155.7837

Es decir:

10 10 Tt
j P(t)dt = f (180 + 40t - 793t + 25cos (;)) dt = 2155.7837 W - min
0 0

La energia total es:

10

G 60J P (t)dt = (60) - (2155.7837 W - min) = 129347.0220J
0

La energia caldrica del sistema es:

Qeator = 0.65 + Qi = (0.65) - (129347.0220J) = 84075.5643 J
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Analisis y conclusiones de los resultados

e Inicialmente se calculd la integral de la potencia mediante el método de
Romberg para ocho (8) subintervalos, obteniendo como resultado

2155.7837 W - min.

e Luego se obtuvo el calor total (Q;otal) multiplicando por 60 el resultado

de la integral de la potencia, obteniendo 129347.0220 ]J.

e Seguidamente se obtuvo la energia caldrica (Q.alor), con un valor de

84075.5643 J.

e Considerando que la temperatura del ambiente en Valledupar es superior
a 30°C, la capacidad de extraccion térmica del sistema de refrigeracion A

se ve disminuida en un 20%, es decir tendria una capacidad de 67260.4514

J.

e Dado que el sistema de refrigeracion A reduce su desempenio en un 20%
cuando la temperatura ambiente supera los 30°C —condicion comun en la
ciudad de Valledupar—, su capacidad efectiva de extraccion térmica
resulta insuficiente para disipar el calor generado por el servidor. En
contraste, el sistema de refrigeracion B mantiene un rendimiento constante
y cumple con las especificaciones técnicas requeridas, por lo que se
considera la opcion mds adecuada para garantizar el funcionamiento

seguro y eficiente del equipo.

e El costo de instalacion y mantenimiento para un afo del sistema de

refrigeracion seleccionado es de 5.850.000 COP
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Ejemplo 4
Evaluacion de eficiencia hidrica en un sistema de riego por goteo
Contextualizacion del problema

El riego es una de las practicas agricolas mas determinantes para garantizar la
produccion sostenible de alimentos, especialmente en regiones donde la
disponibilidad de agua no es constante o las lluvias son insuficientes. A través
del suministro controlado de agua a los cultivos, los sistemas de riego permiten
mantener la humedad del suelo dentro de niveles 6ptimos, lo que favorece el
desarrollo radicular, la absorcion de nutrientes y, en consecuencia, el

rendimiento de las cosechas.

En la actualidad, la implementacion de sistemas de riego tecnificados —como el
riego por goteo, por aspersion o automatizado— representa una solucion
eficiente frente a la escasez hidrica y los retos del cambio climatico. Estos sistemas
permiten reducir el consumo de agua, minimizar pérdidas por evaporacion o
escorrentia, y focalizar el recurso directamente en la zona radicular de cada

planta, mejorando significativamente la eficiencia del uso del agua.

Descripcion y modelamiento del problema

La granja experimental de la Universidad Popular del Cesar sede Aguachica se
encuentra ubicada a 12 km del casco urbano de la ciudad, especificamente en la
vereda Cerro Redondo. En este espacio agricola se cultiva principalmente maiz,
y para su hidratacion se ha implementado un sistema de riego por goteo
alimentado por una bomba solar. La eficiencia del sistema depende de la

cantidad de agua absorbida por cada planta durante el ciclo de riego. La presiéon
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del sistema varia levemente con el paso del tiempo, lo que afecta la velocidad de

salida del agua en los goteros.

La tasa de flujo de agua por gotero (en litros por minuto) se modela con la

funcion:

AER="02%]t: 3g L 8°

La cantidad total de agua absorbida por planta viene dada por:

t
A=o.1f f(t)dt
0

Ademas, el agricultor tiene instalados 50 goteros y sabe que:
e Cada planta debe recibir al menos 7 litros en 30 minutos.
Pregunta problema

e ;Cudnta agua absorbe una planta en 30 minutos?

e ;Se cumple el minimo de 7 litros por planta?

e Si el cultivo presenta una densidad de 1000 plantas de maiz por
hectdrea, ;Qué cantidad de volumen de agua se desperdicia

durante el ciclo de riego de 30 min para una hectarea?
Requisitos o condiciones del problema

e Resolver la integral utilizando el método de Romberg para n=8
subintervalos.

e Presentar los resultados utilizando un redondeo con 4 cifras decimales.
Paso 1: Informacion del problema
e Funcidn: f(t) = 0.2 +t2 .7 03¢
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e Limite inferior: a=0
e Limite superior: b=30
e Numero de subintervalos: n=8

e Numero de decimales: 4
Soluciéon numérica

Paso 2: Calculo de la amplitud del subintervalo

b—a 30-0
At = = = 3.7/5
n 8

Tabla 33

Valores de f(t) = 0.2 + t% - e 03¢

i t; P(t;)

0 0.0000 0.2000
1 3.7500 4.7654
2 7.5000 6.1287
3 11.2500 4.5307
4 15.0000 2.6995
5 18.7500 1.4679
6 22.5000 0.7928
% 26.2500 0.4619
8 30.0000 0.3111

h=b-a=30-0=10

30
Ry, = Bl [0.2000 + 0.3111] = 7.6665

N| =

[7.6665 + (30) - 2.6995] = 44.3258

R2,1 -

1 30
R;, = > [44.3258 & B [6.1287 + 0.7928]] = 74.0742

1 30
Ry = 5 [74.0742 3 T [4.7654 + 4.5307 + 1.4679 + 0.4619]] = 79.1342
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443258 — 7.6665

R2,2 = 4‘4.3258 + 3 H 56.54‘56
74.0742 — 44.3258

R;, =74.0742 + 3 = 83.9903
79.1342 — 74.0741

Ry, = 79.1342 + - — 80.8209
83.9903 — 56.5456

Ry 5 = 83.9903 + - — 85.8199
80.8209 — 83.9903

R,3; = 80.8209 + 15 = 80.6096
80.6096 — 85.8199

Rys = 80.6096 + = — 80.5269

Es decir:

30 30
A= 0.1[ jil@: = 0.1f (02T 3t sT) de
0 0

A=10.1-(80.52691t) = 8.0527 1t

Andlisis y Conclusiones de los Resultados

¢ Inicialmente se calculd la cantidad de agua absorbida por una planta en 30
min mediante la féormula dada con el método de Romberg para ocho (8)

subintervalos, obteniendo como resultado 8.0527 1t.

e Con el sistema de riego actual se garantiza que cada planta reciba la

cantidad de agua minima, siendo en este caso 8.0527 lt.

e Por cada hectdrea de cultivo se estan desperdiciando (8.0527 1t - 7.00 lt) -
1000, para un total de 1052.7 It de agua.
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5.7 Ejemplos propuestos
Ejemplo 1

Considere la siguiente integral definida:

EN
== %
./;) V4 — x?
ik Resuelva la integral de forma analitica.
7, Aproxime el valor de la integral utilizando el método de Romberg hasta

un nivel de refinamiento 3, es decir, calcule el valor de R, ,.

B Estime el error aproximado entre niveles sucesivos, utilizando la férmula:

Ee = |Ry,j — Rg—1,j-1l

Para esto, calcule:

. El error entre R, 4 y su anterior Rj 3.

. El error entre R3; y su anterior R, ,.

4. Utilice un redondeo de 4 decimales.

5k Analice los resultados obtenidos: ;El error entre niveles sucesivos fue alto

o bajo? ;Qué comportamiento observa al aumentar progresivamente el nimero
de subintervalos? Explique su respuesta a partir de la teoria del método de
Romberg, teniendo en cuenta el propdsito de la extrapolacion para mejorar la

precision de la aproximacion.
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Ejemplo 2
Estimacion de una integral no elemental

Aproxime el valor de la siguiente integral utilizando el método de Romberg hasta

obtener R, ,. Redondee todos los resultados intermedios y finales a 4 decimales.

et
01+e—0.5xx

Ejemplo 3

El doctor en Ciencias de la Computacion Sebastidn Andrade Gomez, docente e
investigador de la Universidad Tecnolodgica del Sur (UTS) estd realizando una
prueba de simulacion para analizar el desempefio de un modelo de clasificacion
del nivel de producciéon de energia fotovoltaica a partir de condiciones
ambientales basado en redes neuronales. Una de las métricas fundamentales para
evaluar este tipo de modelos es el area bajo la curva ROC (AUC), la cual refleja la
capacidad del modelo para discriminar entre clases positivas y negativas a

diferentes umbrales de decision.

La curva ROC se ha aproximado experimentalmente mediante los siguientes
puntos, que representan pares de False Positive Rate (FPR) y True Positive Rate

(TPR) para distintos umbrales:

Tabla 34:

Aproximacion experimental de la curva ROC

Tiempo 00 0.1 02 03 04 05 06 07 08 09 1.0
Velocidad 0.0 04 0.6 0.75 0.85 09 093 095 097 098 1.0
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El 4rea bajo esta curva se puede aproximar mediante la siguiente integral

definida:

1
AUC = f T PR(FPR) dFPR
0

Observacion:

La notacion TPR(FPR) indica que el True Positive Rate (TPR) depende del valor
del False Positive Rate (FPR). Por lo tanto, se estd integrando una funcién que
describe como varia el TPR a medida que cambia el FPR. Esta expresion no debe

interpretarse como un producto entre TPR y FPR.

Ejemplo 4

Una empresa de desarrollo de software cientifico ha identificado la necesidad de
construir un sistema que automatice la integracion numérica mediante el método
de Romberg, aprovechando la potencia de los Sistemas Algebraicos

Computacionales (CAS) y de las librerias matematicas modernas.
Solicitudes

ik Analizar el problema y proponer un titulo técnico adecuado que refleje su
contexto y un nombre para la empresa de desarrollo de software.

D8 Requerimientos funcionales:

a. Permitir al usuario ingresar una funcion simbolica f(x) y los limites

de integracion [a, b].

b. Aceptar también datos tabulados (x;,y;) como fuente de
informacion, reconociendo si los puntos son equi-espaciados o, en
caso contrario, aplicando interpolacion para obtener una funcién

aproximada.
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c. Resolver la integral definida aplicando el método de Romberg, que
combina el método del trapecio compuesto con la extrapolacion de

Richardson para mejorar la precision.

d. Generar como salida una tabla de resultados con los valores
intermedios de Romberg y representar graficamente la funcion o

los datos ingresados.

e. Cuando sea posible, comparar con la solucion simbolica exacta para

validar la precision del método.
3. Desarrollar la solucion del problema siguiendo esta estructura:
. Contextualizacion del problema.

® Descripcion y modelamiento matematico que justifique el uso del

método asignado (integracion numérica).

¢ Formulacion de una pregunta problema clara y técnica.

Entrega Final
¢ Codigo completo del software.
* Prueba en tiempo real del software.

El grupo debera entregar un informe académico final, redactado de manera

profesional bajo normas APA. El informe debe incluir:

¢ Argumentacion técnica y fundamentada de la eleccion del lenguaje

de programacion y librerias utilizadas.

¢ Elaboracion de una presentacion de diapositivas (slides) para la
sustentacion oral del proyecto, que sintetice de forma clara y

profesional el proceso, los resultados y la conclusion.
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* Referencias bibliograficas actualizadas y pertinentes que respalden

las decisiones tomadas y los conceptos explicados.

INTEGRACION NUMERICA CON APRENDIZAJE BASADO EN PROBLEMAS: teoria, ejercicios y aplicaciones en ingenieria [F4/¢}s)



https://doi.org/10.62486/978-628-97230-0-7

Derechos de Autor (Copyright) 2025 © Carlos Andrés Tamayo Benjumea, © Juan Guillermo Calderén

Acosta, © Lizeth Badillo Duran y © José Javier Coronel Casadiego

Este texto esta protegido por una licencia Creative Commons 4.0.

Usted es libre de compartir, copiar y redistribuir el material en cualquier medio o formato, asi como de
adaptarlo, remezclarlo, transformarlo y crear a partir de €l para cualquier proposito, incluso con fines
comerciales. Sin embargo, debe cumplir con la condicién de atribucién, lo que significa que debe otorgar el
crédito correspondiente a la obra original de manera adecuada, proporcionar un enlace a la licencia e indicar
si se han realizado modificaciones. Puede hacerlo en cualquier formato razonable, pero no de manera que

sugiera que cuenta con el respaldo del licenciante o que recibe algtin beneficio por el uso de la obra.

ISBN: 978-628-97230-0-7

https://doi.org/10.62486/978-628-97230-0-7.ch05

Como citar: Tamayo Benjumea, C. A., Calderén Acosta, J. G., Badillo Duran, L., & Coronel Casadiego, J. J.
(2025). Método de Romberg. In (Ed.), Integracion numérica con aprendizaje basado en problemas: teoria, ejercicios

y aplicaciones en ingenieria (pp. 110-136). Editorial PLAGCIS. https://doi.org/10.62486/978-628-97230-0-7.ch05

INTEGRACION NUMERICA CON APRENDIZAJE BASADO EN PROBLEMAS: teoria, ejercicios y aplicaciones en ingenieria



https://doi.org/10.62486/978-628-97230-0-7

Referencias
Burden, R. L., & Faires, J. D. (2002). Numerical Analysis (7a ed.). Brooks/Cole.
Burden, R. L., & Faires, J. D. (2011). Numerical Analysis (9a ed.). Brooks/Cole.

Chapra, S. C., & Canale, R. P. (2002). Numerical Methods for Engineers: With

Software and Programming Applications (7a ed.). McGraw-Hill.

Diaz Barriga, F. (2005). Ensenianza situada: vinculo entre la escuela y la vida. McGraw-

Hill.

Gutiérrez Robles, J. A., Olmos Goémez, M. A., & Casillas Gonzalez, ]J. M. (2010).

Analisis numérico. McGraw-Hill Interamericana.

Infante del Rio, J. A., & Rey Cabezas, ]J. M. (2018). Métodos numéricos: Teoria,

problemas y pricticas con MATLAB (5a ed.). Ediciones Pirdmide.

Izar Landeta, ]J. M. (2018). Métodos numéricos: con simulaciones y aplicaciones (1.2

ed.). Alfaomega Grupo Editor.

Morales Bueno, P., & Landa Fitzgerald, V. (2004). Aprendizaje basado en
problemas. Theoria, 13(1), 145-157.
https://www.redalyc.org/pdf/299/29901314.pdf.

Tamayo Benjumea, C. A. (2025). Anexos digitales del libro Integracion numérica con
AR [Repositorio en GitHub]. Recuperado de

https://github.com/carlosandrestamayo/anexos-libro-integracion-

numerica-ABP.

INTEGRACION NUMERICA CON APRENDIZAJE BASADO EN PROBLEMAS: teoria, ejercicios y aplicaciones en ingenieria [/


https://www.redalyc.org/pdf/299/29901314.pdf
https://github.com/carlosandrestamayo/anexos-libro-integracion-numerica-ABP
https://github.com/carlosandrestamayo/anexos-libro-integracion-numerica-ABP

https://doi.org/10.62486/978-628-97230-0-7

Anexos

Todo el material complementario de este libro esta disponible en el siguiente
repositorio de GitHub:

Repositorio de Anexos del Libro en GitHub

¢ https://github.com/carlosandrestamayo/anexos-libro-integracion-numerica-
ABP/tree/main

A continuacion, se proporciona un acceso directo a los recursos mas relevantes,

organizados en carpetas:

* Notebooks: Ejercicios practicos en Python sobre métodos de integracion
numérica, asi como ejemplos de clasificacion en Machine Learning y Deep
Learning.

r https://github.com/carlosandrestamayo/anexos-libro-integracion-numerica-
ABP/tree/main/notebooks

¢ Imagenes: Graficas generadas para apoyar la interpretacion y explicacion de
resultados.

¢ https://github.com/carlosandrestamayo/anexos-libro-integracion-numerica-
ABP/tree/main/imagenes

* Codigos fuente: Scripts en Python para la implementacion de los métodos
numéricos estudiados.

¢ https://github.com/carlosandrestamayo/anexos-libro-integracion-numerica-
ABP/tree/main/codigo

¢ Guias: Instrucciones detalladas para la generacion de graficas académicas y la
documentacion de resultados cientificos.

7 https://github.com/carlosandrestamayo/anexos-libro-integracion-numerica-
ABP/tree/main/guias
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